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PROPIEDAD DE MARTINGALA, VOLATILIDAD ESTOCASTICA Y BURBUJAS
FINANCIERAS

El presente trabajo tiene como objetivo principal analizar como se comporta la propiedad
de martingala de una componente de la soluciéon de un sistema de ecuaciones diferenciales
estocésticas acopladas y correlacionadas. Este sistema viene dado por el interés de los ma-
tematicos financieros en identificar cuando un proceso estocastico particular que modela un
proceso de precio presenta un fenémeno conocido como una burbuja financiera.

Cuando el valor de mercado de un activo es mayor que el valor real de dicho activo, es decir,
cuando existe una percepcion de que un activo tiene méas valor que el que debiese tener, se
dice que dicho activo presenta una burbuja financiera. Existen varios ejemplos en la historia,
siendo el més comin y presente hoy la crisis subprime de 2008. La presencia de una burbuja
financiera en un activo se puede identificar estudiando la propiedad de martingala del proceso
de precio de dicho activo. Si este proceso es una martingala real, no existe burbuja, mientras
que si es lo que se llama una martingala local estricta, entonces si existe una burbuja.

En la introduccion de este trabajo, se presenta formalmente la definicion de burbuja fi-
nanciera, junto con todos los fundamentos matematicos necesarios para sustentar dicha de-
finicion. Ademas, se introduce el modelo particular que se analiza en el resto del trabajo,
un modelo de volatilidad estocastica, donde la volatilidad del proceso de precio se rige por
su propia ecuacion diferencial estocéstica. Dicha ecuacion tiene una componente de drift de
potencia ponderada, mientras que su volatilidad es de una potencia. El proceso de precio se
define luego como la martingala exponencial de una potencia positiva de la volatilidad, con
respecto a un movimiento browniano correlacionado con el subyacente a la volatilidad.

El capitulo 1 presenta los resultados més avanzados de la teoria del calculo estocéstico que
son necesarios para llevar a cabo el anélisis del sistema: el teorema de Girsanov y el test de
explosion de Feller. En el capitulo 2 se discute la validez de la ecuacion de volatilidad como
modelo, restringiendo el valor de sus parametros a los casos de interés, los no-explosivos.
Los resultados principales sobre la propiedad de martingala del proceso de precio estan en el
capitulo 3, sujetos siempre al marco del modelo encontrado en el capitulo anterior.

Finalmente, la conclusion resume los resultados principales del trabajo, y presenta un
analisis breve de tanto la completitud de la caracterizaciéon encontrada como de sus limita-
ciones. Mas aun, presenta una generalizacion al caso de drift polinomial en la volatilidad,
junto con las consecuencias que esto conlleva para el caso de una potencia negativa en el
proceso de precio. También se plantean nuevos posibles problemas dentro del mismo modelo,
y que pueden inspirar trabajos en el futuro.
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"This is how you do it: you sit down at the keyboard and you put one word after another
until it’s done. It’s that easy, and that hard."- Neil Gaiman.
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Introduccion

Para comprender el origen del problema central de este trabajo y su motivacion, es necesa-
rio primero dar una idea general del fundamento econémico de donde surge. En economia, el
concepto de burbuja financiera estd intimamente relacionado con las debacles de los mercados
modernos, siendo identificado como la causa principal de la especulacion desenfrenada. Entre
los ejemplos reales se encuentran el sobreprecio de terrenos pantanosos en Florida, vendidos
como propiedades exclusivas con borde de lago; que llevé de forma indirecta a la crisis de
1929, o la mas reciente crisis subprime de 2008, causada por la sobrevaloraciéon de hipotecas
de alto riesgo en el mercado inmobiliario de Estados Unidos (mas ejemplos son presentados
en [14], [2]). Al gatillar eventos de tal magnitud, es evidente que se ha generado un interés
importante en poder describir (ver, por ejemplo,[7], [8]), y si es posible identificar este feno-
meno de forma cuantitativa (ver [4]) usando las herramientas de matemaéticas financieras vy,
por consiguiente, del calculo estocastico.

En términos simples, cuando el precio observado o real de un activo es mas alto que
el precio justo de mercado de este, entonces se dice que este activo presenta una burbuja
financiera. Sin embargo, esta definicion inicial deja mucho que desear. ;A qué se hace alusion
cuando se habla del precio justo de mercado de un activo? Es maés, en la teoria clasica de
mercados, el precio de mercado de un activo refleja exactamente su valor real ya que, si
no fuese asi, los individuos tenderian a vender (si el precio es muy alto) o a comprar (si
el precio es muy bajo) hasta equiparar estos valores. En otras palabras, la existencia de
burbujas pareciera ir en contra de los supuestos clésicos del mercado. Entonces, para poder
estudiar este fenomeno, que se sabe ocurre empiricamente, se debe hacer una diferencia clara
entre el valor de un activo y su precio de mercado, definiendo todos estos conceptos desde
una perspectiva matematica y, més precisamente, probabilistica. En lo que sigue, se usan las
definiciones y construcciones presentes en el capitulo 3 de [6].

Se comienza con un espacio de probabilidad filtrado (2, F, (F;)i>0, P), donde la filtracion
cumple las condiciones habituales, y se considera (W;);>o un movimiento browniano en dicho
espacio. En este contexto, se define un proceso de precio de un activo a través de la siguiente
ecuacion diferencial estocastica

dSt = btdt + O'tth SO = Sg > O,

donde la funcion b; se conoce como el drift del proceso, mientras que o; es su volatilidad,
y se toman suficientemente regulares para que la ecuacién anterior tenga sentido dentro del
espacio de probabilidad (ver por ejemplo [10], teoremas 5.2.9 6 5.3.6).

En este modelo de mercado simple, con solo un activo riesgoso, se impone clasicamente



ademés una condicion general conocida como No Free Lunch with Vanishing Risk (NFLVR),
que excluye de este mercado estrategias de inversion con retorno positivo seguro y estrategias
que se obtienen como limite de las anteriores (ver [6], definicion 2.5). En palabras simples,
esta condicion asegura que no existen formas en las que un individuo pueda ganar dinero con
probabilidad positiva sin que arriesgue perder dinero con alguna probabilidad positiva. La
razéon comunmente citada para asumir este supuesto es que, de existir alguna estrategia de
este tipo, algin individuo ya la hubiese aprovechado y por ende no exisitiria en un mercado
suficientemente complejo.

La importancia de esta condicién, dejando de lado la interpretacion econémica, es que
matematicamente se tiene el siguiente teorema

Teorema 0.1 Un modelo de precios cumple NFLVR siy solo si existe una medida P, equi-
valente a P, tal que, bajo P, Sy es una martingala local. Esta medida se denomina una medida
equivalente de martingala local (MEML).

Esto dltimo implica que, suponiendo nuevamente suficiente regularidad sobre el coeficiente
de volatilidad o; (ver [I0], teorema 3.4.2), existe un proceso W}, que es movimiento browniano
bajo P, y una nueva funciéon de volatilidad &;, tal que S; cumple

dSt = 5’,5th So = s > 0,

de donde se obtiene la estructura bésica de los procesos de precio que se estudian en este
trabajo. Ahora bien, hay que notar que el teorema 0.1 no fija una ecuacion final para el
proceso S;, pues no se refiere a la unicidad de la MEML. Para atacar este problema, se
debe introducir la nocién de un mercado completo. Un mercado se dice completo si y solo si
cualquier derivado accesible de S5, integrable con respecto a IED, admite una descripcion tal
que es una P-martingala (para méas detalles, ver [0], capitulo 2). Es importante notar que la
nocion de mercado completo depende de la medida P.

La completitud de un mercado se vuelve de vital importancia debido al siguiente teorema

Teorema 0.2 Si un mercado es completo entonces la MEML es tinica. St ademds se tiene
que existe una tunica MEML, entonces el mercado es completo.

No obstante, aunque este teorema sea considerado fundamental en el area financiera, esta
condiciéon no es central para este trabajo pues, siguiendo el razonamiento de [5], se asume
una de dos condiciones: o el mercado es completo; o el mercado incompleto que se estudia
estd incluido dentro de un mercado mas complejo que es completo. En cualquiera de estos
casos, se tiene que el mercado con el que se trabaja tiene una tnica MEML, ya sea por ser
completo de por si, o por heredar dicha medida del mercado completo que lo incluye.

Teniendo ya la MEML, P, se puede proceder a dar sentido a la idea de burbuja financiera
presentada anteriormente. Se tiene que, bajo I@’, S; es una martingala local y, como representa
a un proceso de precio, debe ser positiva. Esto implica entonces que S; es en particular una
supermartingala (ver [10], problema 1.5.19). Mas aun, como es una supermartingala positiva,



esto implica que existe una variable S, tal que
S KN Soo P—cs.

y ademas el proceso {S; : 0 <t < oo} también es una supermartingala (ver [10], problema
1.3.16).

Ahora, si se considera un tiempo inicial de observacién ty, y algin tiempo de parada 7
representando una estrategia de inversion, satisfaciendo obviamente 7 > ¢y, entonces se tiene
que (ver [6], teorema 3.1)

Sto = sup E (S’F|"T_;fo) )

TE[to,00]
donde la esperanza se toma con respecto a la medida P.

Esta igualdad se traduce en que el valor S; es en realidad el valor mas alto asequible en el
futuro con cualquier estrategia posible que se intente. Esto viene a corroborar el supuesto de
no arbitraje, pues si el supremo fuese mayor a Sy, existe la oportunidad de aproximar, a través
de una sucesion admisible de estrategias, (7"),, una que c.s. tiene retornos positivos. Todo
esto lleva a concluir que el proceso S; describe el valor observado de mercado del activo, o en
otras palabras, representa la mayor ganancia posible observada por el piblico en el instante
t.

Por otro lado, un supuesto importante del analisis financiero es que realizar una transacciéon
no conlleva beneficios para ninguna de las partes, es decir, si un individuo intercambia valores
del activo por dinero o viceversa, el valor del conjunto sigue siendo el mismo. Esto quiere decir
que aplicar o no aplicar una estrategia le es indiferente; lo que implica entonces que el valor
fundamental del activo en el tiempo ¢, solamente conociendo la informacién hasta tiempo t,
debiese tener el mismo valor que quedarse con el activo para siempre, o equivalentemente,
ser igual a

E<SOO|‘F15)7

donde la esperanza nuevamente se toma con respecto a la medida P.
Ahora bien, gracias a la igualdad del supremo, se tiene que
St 2 E (5wl F2)
o en otras palabras
B =5 —E(Sx|Ft) >0,

donde se define 5, como el valor de la burbuja, o la sobreestimaciéon del valor observado
con respecto al valor fundamental de un activo, a tiempo ¢, lo que es acorde la descripcion
econdmica de este fenémeno dada en un comienzo. Se dice que el activo presenta una burbuja
financiera en el tiempo t si 3, es positivo. Es importante notar que, gracias a que la esperanza
de una supermartingala es decreciente en tiempo, entonces se tiene que si 5; = 0, entonces
para todo s mayor que t, 5, = 0 (ver [6], teorema 3.2).
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De lo anterior se desprende que, para identificar la existencia de una burbuja se debe
estudiar cuando ocurre que S; > E (S| F;), 0 en otras palabras, en qué instantes el proceso
de precio no se comporta como una martingala real, es decir, es una martingala local estric-
ta. Esta deduccién ha impulsado la investigacion sobre como se comporta la propiedad de
martingala en soluciones de ecuaciones diferenciales estocasticas que describen algin proceso
de precio en modelos financieros.

Hasta ahora, la discusion se ha centrado en el estudio de procesos de precio generales
(ver por ejemplo [12]), sin dar forma especifica a la ecuacion diferencial estocastica que rige
su comportamiento. Sin embargo, este trabajo se enfoca en un tipo especial de procesos de
precio: los llamados modelos de volatilidad estocéstica. En estos casos, se considera que el
proceso de precio S, satisface una ecuaciéon de la forma

dSy = f(St, 00)dWy + g(Sy, 04)dt,

donde o; es ahora otro proceso, que sigue su propia ecuacion diferencial estocastica, de la
forma,

do, = f/(at)dBt + g/(at)dt7

donde W, y B; son movimientos brownianos con algin grado de dependencia. Hay que recor-
dar ademas que es comun no considerar la funcién g en los modelos, pues gracias al cambio de
medida que ofrece el teorema 0.1, el proceso de precio puede ser considerado una martingala
local, eliminando asf su componente de drift.

Ya en 1998 (ver [16]) se obtienen resultados sobre casos donde las funciones f’' y ¢’ son
lineales, mientras que la funciéon f es una potencia en o; y lineal en el precio. La dependencia
de los movimientos brownianos en estos casos queda implicita dentro de los pardmetros que
se eligen. Mas adelante (ver [2]) se estudia el caso donde f es lineal en ambas variables y
tanto f’ como ¢’ son lineales. En este caso, se formaliza la dependencia entre los movimientos
brownianos llamandolos p-correlacionados. Se dice que W; y B; son p-correlacionados, donde
p vive entre -1 y 1, si existe un movimiento browniano Z; independiente de B, tal que

Wt = th + \/ 1 — p2Zt-

Esta nocion de dependencia es la usada por varios trabajos posteriores que estudian este
problema tanto desde el ambito probabilista (visto hasta ahora) como desde el enfoque de
las ecuaciones en derivadas parciales (ver por ejemplo [3], [11]).

Las formas de abordar este problema, junto con qué aspectos del proceso de precios recal-
car, han sido variadas. Por ejemplo, [1] ataca nuevos casos dentro del mismo modelo, pero
también introduce el estudio de la finitud de los diferentes momentos del proceso de precio
(que tiene su propio interés en el area financiera); mientras que en [13], se encuentran resul-
tados aplicables a este modelo a través de un método denominado tiempos de separaciéon. No
obstante, el primer acercamiento al modelo principal a tratar en este trabajo aparece en [11],
en donde se estudia, desde una perspectiva de ecuaciones en derivadas parciales, el sistema
de ecuaciones

dSt = S;YO'tath, S() =S > O,
do; = KdeBt + b(oy)dt, oo >0,



donde W; y B, son p-correlacionados, b es una funcion localmente Lipschitz con crecimiento
a lo mas lineal y todos los parametros son positivos. Se restringen atn mas los parametros
By v a ser menores que o iguales a 1, y se encuentran resultados importantes sobre el
comportamiento de martingala del proceso Sy, junto con informaciéon sobre la finitud de sus
momentos. Hay también resultados para funciones generales en la ecuacion de volatilidad,
pero siempre restringiendo el crecimiento de las funciones a no més que lineal.

El método de ecuaciones en derivadas parciales parece restringir el alcance de los resulta-
dos encontrados ya que en [5], se procede a generalizar, a través de argumentos del célculo
estocastico, lo hecho para el caso donde la ecuacion es

dSt = StO'?th, SO =5 > 0,
dO't = O'fd.Bt7 Og > 07

con todos los parametros positivos y los movimientos brownianos p-correlacionados, pero sin
restricciones sobre « v 5. Vale mencionar que la dependencia de tanto v como K desaparecen
del problema y no se tratan; pero atn asi el trabajo logra caracterizar a cabalidad la propiedad
de martingala del proceso de precio dependiendo del valor de sus parametros.

Basandose en lo hecho en [5], este trabajo pretende caracterizar como se comporta la
propiedad de martingala de un proceso de precio que se rige por el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales estocasticas

dSt = StO'tath, S() =S5 > O,
do; = adet + Kafdt oo > 0,

donde se agrega un término de drift a la ecuacion de volatilidad, sin restriccion alguna sobre
los valores de K y . Mas aun, se elimina la restriccion de positividad sobre . Esto iltimo no
es directamente aplicable desde un punto de vista financiero, pero es un problema matemaético
interesante de por si. En el capitulo 1 se presentan las herramientas avanzadas del calculo
estocastico necesarias para llevar a cabo el anilisis propuesto. El capitulo 2 discute para
qué valores de 3, K y ¢ tiene sentido el modelo propuesto como un sistema de precios,
estudiando el comportamiento explosivo de la ecuaciéon de volatilidad. Con esto, el capitulo
3 pasa a definir cudles son los valores de los pardmetros que, dentro del marco establecido en
el capitulo 2, hacen que la solucion sea una martingala real o si queda como una martingala
local estricta.

Finalmente se pretende presentar caminos posibles para poder generalizar los resultados
encontrados en este caso a modelos con drift polinomial, junto con eliminar la restricciéon de
positividad de «. También se propone incorporar al analisis el pardmetro v del modelo de
[11], que desaparece en [5]. Esto pretende lograr una descripciéon completa de un modelo que
resulta crucial para poder comprender un fenémeno tan particular como lo son las burbujas
financieras y, quizas en el futuro, aplicarlo a problemas totalmente ajenos al area de la
economia.



Capitulo 1

Preliminares

Antes de comenzar con los analisis pertinentes al tema principal de este trabajo, se deben
primero esclarecer algunos resultados conocidos en el area del calculo estocastico que, a pe-
sar de no ser de importancia general, son cruciales para el estudio de ecuaciones diferenciales
estocésticas y forman parte de la base tebrica de las matematicas financieras. De mas esta
decir que, para poder comprender por completo lo expuesto, es necesario tener un entendi-
miento profundo de la teoria de probabilidades bésicas, junto con un manejo avanzado de los
fundamentos matematicos de integraciéon estocastica.

1.1. Teorema de Girsanov

El objetivo de este resultado, el teorema de Girsanov, es, dado un espacio de probabilidad
(Q, F, P) en el cual se pretende cambiar la medida a otra, IP’, que tiene una forma especifica,
caracterizar el efecto que esto tiene sobre un movimiento browniano estandar y otras mar-
tingalas locales continuas definidas en el espacio original. Tiene consecuencias importantes
en el estudio de los procesos conocidos como movimientos brownianos con drift, usados muy
comunmente al modelar procesos de precios en finanzas, transformandolos en movimientos
brownianos estandar y simplificando su analsis, como se ve en ejemplos méas adelante.

Se comienza considerando un espacio de probabilidad (2, F, P), en donde se define un
movimiento browniano estandar (W;);>o con su filtracion asociada (F;):>o que cumple las con-
diciones habituales. Ahora, sea (X});>o un proceso medible, adaptado a la filtracion (F;):>o,

que ademaés satisface que
t
P { / X2ds < oo
0

Asi, se puede definir la integral estocéstica de X con respecto a W, fot X, dWs, v este pro-
ceso resulta ser una martingala local continua. Con todos estos elementos ya fijos, se puede
entonces definir la martingala exponencial de X con respecto a W, la cual se denota (X)),

como
t 1 t
£(X), = exp {/ X, AW, — 5/ des} . (1.2)
0 0

— 1Vt € [0,00). (1.1)




Se puede aplicar la formula de It6 (ver [10], teorema 3.3.3) a la semimartingala

t 1 t
St:/ XSdWS——/ X2ds,
0 2 0

. . t
que tiene como su componente de martingala local a fo X,dW, y como su componente de
. ., t . .
variacion acotada a & [ X2ds. Asi, se obtiene que

§(X): = exp(S) = f(Sh)
— (S0 + /O FS)X.AW, — /0 F/(5)X2ds + /0 £, X2d(W),

t 1 t 1 t
=1 —l—/ exp(Ss) XsdW, — 5/ exp(Ss) X2ds + 5/ exp(Ss) X 2ds
0 0 0
t t
=1 +/ exp(Ss) X, dW, =1 +/ E(X)s X dWy,
0 0

y por ende (1.2) resuelve la siguiente ecuacion diferencial estocastica

dY; = Vi X, dWi,
Yo =1,

ademas de ser una martingala local, pues es la integral estocéstica de un proceso continuo,
&(X); con respecto a la martingala local f(f X,dW,. Notando ademas que el proceso es ob-
viamente positivo, se concluye que es una supermartingala, que ademas satisface £(X )y = 1.
Sin embargo, no se puede asegurar si este proceso es o no una martingala real. Cuando lo es,
se tiene entonces que E(£(X);) = 1 para todo t > 0, y se puede definir la familia de medidas
(P¢)¢>0 como

Pi(A) = E(148(X):) VA€ F,

es decir, para cada t > 0, P, es una medida absolutamente continua con respecto a IP’|ﬂ7 cuya
densidad coincide con £(X);. Ademas, la propiedad de martingala asegura que se tenga la
siguiente propiedad. Sea 0 < s < t, entonces para todo A € F;

P(A) = E(1a8(X)) = E (B (1a8(X):| Fy)) = E (E ((X):] ) 1a) = E(1a£(X)s) = P(A),

esto es, las medidas coinciden en las filtraciones mas pequenas. Vale mencionar que este mismo
proceso se puede hacer aunque £(X) no sea una martingala, pero en ese caso solamente tiene
sentido hacerlo para 0 <t < T, donde

T =f {t > 0: E(E(X),) < 1},

recordando que la funcion ¢ — E(£(X);) es decreciente debido a que £(X) es una supermar-
tingala.

Ahora, el siguiente teorema y proposiciones retratan la transformacion que sufren en prin-
cipio un movimiento browniano estandar en el espacio original y, mas adelante, todas las
martingalas locales continuas cuando son sometidas a este cambio de medida. Naturalmente
no se puede esperar que mantengan sus propiedades definitorias, pero se identifica claramente
como se modifica su ley debido al cambio.



Teorema 1.1 (ver [10], teorema 3.5.1.) Girsanov (1960), Cameron & Martin (1944). En el
contexto anterior, se supone que £(X) es una martingala. Entonces el proceso (By)i>o definido
como

t
Bt:Wt—/XSdS V0§t<oo,
0

cumple que para todo T € [0,00) fijo, (By)o<i<r €s un movimiento browniano estindar en el
espacio (Q, Fr,Pr).

En otras palabras, este teorema dice que el cambio de medida transforma la ley de W
desde un movimiento browniano estandar a la ley

t
Bt+/ Xsds,
0

que es un movimiento browniano perturbado por una término directamente asociado al pro-
ceso X que aparece gracias al cambio de medida. De la misma forma, la siguiente proposicion
generaliza este mismo efecto a las martingalas locales continuas.

Proposicion 1.2 (ver [10], proposicion 3.5.4.) Bajo las mismas hipdtesis del teorema ante-
rior, sea T € [0,00) y sea M una martingala local continua en [0,T]. Entonces

t
Nt:Mt—/ X, A(M, W), ,0<t<T,
0

es una martingala local continua con respecto a la medida Pr, y ademds se tiene que
(M) =(N); ,0<t<T, c.s. con respecto a P y Pr,

donde la variacion cuadrdtica es calculada en el espacio correspondiente a cada una de las
martingalas locales.

Estos resultados parecen de mucha utilidad, sin embargo consideran como hipétesis clave
que el proceso £(X) sea una martingala y, en principio, no existen herramientas directas para

verificar dicha condicién en el caso de procesos generales. Para esto, se introduce, como tultimo
resultado de esta seccion, una condiciéon suficiente para asegurar el buen comportamiento del

proceso &(X).

Proposicion 1.3 (ver [10], proposicion 3.5.13.) Novikov (1972). Sea (Wy)i>0 un movimiento
browniano esténdar, y sea (X¢)i>o un proceso medible adaptado que satisface (1.1). Entonces,

st ademds se tiene que
1 (T
E (exp{i/ des}) <oo VT €[0,00),
0

entonces el proceso definido en (1.2) es una martingala.
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Con todos estos resultados enunciados, se presenta una aplicaciéon para dar fin a esta
seccion.

Ejemplo (Movimiento browniano con drift.) Sea (W;);>¢ un movimiento browniano estan-
dar definido en un espacio de probabilidad (2, F, (Fi)i>0, P) y sea u # 0. Se define entonces
el proceso B, = W; — ut, t > 0, llamado movimiento browniano con drift u.

Definiendo X; = p para todo t > 0, se nota que este proceso es directamente adaptado,
medible y satisface que

T
IP’[/ u2d5<oo} =P [W*T <oo] =1 VT €0,00),
0

E(exp{%/oT/fds}) :E(exp{*‘?TT}) <00 VT € 0,50).

lo que implica que el proceso £(X) esta bien definido y, aplicando el criterio de Novikov
(proposicion 1.3), es una martingala. Luego, usando el teorema 1.1, se puede concluir que
para todo T" € [0, 00) fijo, el proceso

t
Bt_Wt—/Lt_Wt—/Xst,
0

restringido al intervalo [0, 7], es un movimiento browniano bajo la medida Pr, definida como

Pr(A) = E(14£(X)7r) = E (1,4 exp {/OT X, dW, — %/OT des}>

T
=E <1Aexp {[LWT — MT}) s

De aqui se concluye que se puede revertir una modificaciéon simple aplicada a un movi-
miento browniano para que siga teniendo el comportamiento deseado, a través de un cambio
de medida totalmente explicito. Esta misma idea, pero aplicada a procesos més complejos que
un movimiento browniano estdndar, es importante en los argumentos usados en el capitulo

3.

1.2. Test de Explosiéon de Feller

Los resultados que se presentan en esta seccion estan relacionados con estudiar el com-
portamiento explosivo de una solucion débil de una ecuaciéon diferencial estocastica unidi-
mensional y homogénea en tiempo, definida en un intervalo fijo, cuyos extremos pueden ser
infinitos. Este test es central para todos los resultados presentados en los proximos capitulos
y, por ende, para este trabajo en su totalidad.

Para comenzar, se define un intervalo

I=(,r) —oco<l<r<oo,



cuyos extremos pueden ser infinitos, y una ecuacion diferencial estocastica de la forma
dXt == b(Xt>dt -+ 0'()(75)(11/1/;57 (13)
donde las funciones involucradas deben satisfacer que

b: I —R o:1—R,
o(x)#0 Vrel, (1.4)

14 ()|

?(2)

VxEI,E|5>O,/

Tr—e€

dz < oo0. (1.5)

Ahora, se entiende a una solucion débil de (1.3) en el intervalo I, como una solucion débil
natural de la ecuaciéon (1.3), restringida al intervalo /. Obviamente esta solucién puede no
estar definida para todo tiempo, y se quiere caracterizar hasta qué tiempos se puede entender
como valida. Mas formalmente,

Definicion 1.4 (ver [10], definicion 5.20) Una solucion débil de (1.3) en el intervalo
I es una tripleta (X, W), (2, F,P), (F)e>0 tales que

1. (Q, F,P) es un espacio de probabilidad, donde (F;)i>o es una filtracion que satisface las
condiciones habituales.

2. X = (Xt)i>0 es un proceso continuo, adaptado a (Fi)i>o a valores en [l,r], tal que
Xo €l cs. yW = Wy)so es un (Fy)e-movimiento browniano.

3. Existen sucesiones estrictamente mondtonas (I,)nen ¥ (Tn)nen tales que

n—oo n—oo
Ly l

Tn — 7T,
l<l,<r,<r VnéeN,

y, al definir
T,=mf{t>0:X; ¢ (l,,rn)},

se cumple que, para todo n € N

tN\Ty,
PU b(X,) +0*(X,)ds <oo| =1 Vte[0,00),
0

y también
t t
]P) |:Xt/\Tn = X() +/ 15§Tnb(XS)dS —f-/ 15§Tna(Xs)dWs , \V/t - [0, OO) = ]_
0 0

Se entiende como el tiempo de explosion de la soluciéon al tiempo

T=inf{t>0:X,¢ (l,r)} = lim T,
n—oo
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y, como X € I c.s., se tiene que P[T" > 0] = 1. De la misma forma, se puede definir

T, =if{t>0:X,=r},
T, =inf{t>0: X, =1},

de donde
T=T.NT,.
Por otra parte, gracias a las condiciones (1.4) y (1.5), se pueden construir dos funciones
que son cruciales para el andlisis posterior. Para un ¢ € [ fijo cualquiera, se definen
p: 1 —R,

(@) = / exp {-2/5’ :2(2) dz} dy, (1.6)

v:l — Ry,

T , Y 2
o) = [ 90 [ Sy (17)

y, para estas funciones, se definen

p(r) =limp(z) , p(l) = limp(z),

ztr zll
v(r) = ll’glv(x) ,o(l) = h’r&w(x),

cuyos valores, o mas precisamente su finitud, caracterizan el comportamiento de explosion de
una solucion débil de (1.3) en el intervalo I, gracias a los resultados presentados mas adelante.
Antes de enunciar el teorema principal de esta seccion, se necesitan un par de resultados que
generalizan el comportamiento de las funciones definidas anteriormente.

Teorema 1.5 (ver [10], problema 5.5.27)

p(r) = oo = v(r)

p(l) = —o0 = v(l) = oo.

Teorema 1.6 (ver [10], problema 5.5.12 y 5.5.28) La finitud de p(r), p(l), v(r) y v(l) no
depende de la eleccion de c € I.

Con todas estas herramientas, se puede presentar el resultado final de esta seccién
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Teorema 1.7 (ver [10], seccion 5.5.C) Test de Ezplosion de Feller. Sea Xy una solucion
débil de (1.3) en el intervalo I = (I,r), tal que Xg = x € I determinista. Entonces los
comportamientos de T', T,., T} y Xt se rigen de acuerdo a la siguiente tabla:

Pl = g i o(l) < o0
P(T:OO)Zl P(T:oo):l P<TTIOO):1

P [Sup0§t<oo Xt = T} =1
P [inf0§t<oo Xt = l] =1

P [supOSKT X < T} =1
P [limtTT Xt = l] =1

PT=T <) =1
P [SUP0§t<T X < T} =1
P [HmtTT Xt == l] =1

P(T'=00)=1
P [h’mtTT Xt = 7”] =1
P [inf0§t<T X > l] =1

P(T=00)=1
P [limyr Xt = r] = K/ (x)

P(T, =o00) =1
P(T; = 0) < 1
P(T =o0) € (0,1
P limyr Xy = r] = K/ (x)
P [hmtTT Xt = l] = k?(l’)

N P(T; = 00) =1
P(T} = o00) =1 P(T, = 00) < 1 P(T < o0) = 1

P(T=T <o0)=1 , ,

v(r) < oo P[limpr X, = 1] = 1 P(T =o0) € (0,1 P limyr X¢ = r] = k' (x)
P [inf o Y~ z]_— || Plimgr X = 7] = K(2) | Pllimgr X, = 1] = k(z)
Host<T 2t = 4= 2 P limpy X, = 1] = k(z)

Tabla 1.1: Resumen de resultados asociados al Test de Feller.

donde

k(x) =

p(r) — p(z)
FOETIO] € (0,1),

(r) = p(1)

K(x)=1-k(x).

Observacion : Dentro del teorema anterior queda entre lineas una condiciéon que resulta
crucial para el estudio que se realiza en los capitulos posteriores, la cual tiene que ver con
como se relacionan v(r) y v(l) con T, y T; respectivamente. Es directo ver que

v(r) =00 <= P(T, = ) =1,
v(l) =00 <= P(1} = 0) = 1.
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Capitulo 2

Ecuacion de Volatilidad

Para comenzar, es necesario dar criterios para identificar cuando la siguiente ecuacion
diferencial estocéastica

dUt = UthBt + b(Ut)dt7 (21)
o9 > 0,

donde 5 € R, tiene una solucion tnica débil en (0,00), que ademés no explota hacia infinito
con probabilidad 1. Gracias a un resultado previo (ver [9]), la ecuacion (2.1) tiene una tnica
solucion débil positiva (hasta un posible tiempo de explosion hacia 0 o oo) si y solo si

PO € Lhef(0.000). (2:2)

En lo que sigue son importantes las siguientes definiciones de tiempos de parada que
describen la explosion de la ecuacion (2.1)

To=inf{t>0:0,=0}, (2.3)
Ty =mf{t>0:0,> M}, (2.4)
Ty = ]\}gnoo T, (2.5)
T =Ty AT (2.6)

Lo primero que hay que notar es que, en el caso de una explosion hacia 0, es decir T =
Ty < o0, se puede corregir el comportamiento de o; deteniendo el proceso en Ty. Esto se
traduce en tomar o, = 0, Vi > Tp, v se reduce a estudiar dicha evolucion solamente hasta
T, lo que elimina el problema de la explosién hacia 0. No obstante es importante controlar
cuando la solucion de (2.1) explota hacia infinito, pues si esto ocurre se pierde el sentido
del modelo y no es posible corregirlo de forma sencilla como en el caso anterior. Para poder
estudiar este fen6meno, se deben primero introducir las funciones de escala asociadas a la
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ecuacion (2.1)

p(z) : Ry — R,

p(x) = /1 xexp{—z / ' Z(T?dg}dy, (2.7)
v(z) : Ry — Ry,

o) = [ o) [y 23)

Con esto ya definido, gracias al Test de Feller (ver teorema 1.7), se tiene que

P(Ty = o0) =1 <= lim v(z) = oo, (2.9)
T—00
luego, basta que b(z) satisfaga la condicion sobre la funcion v(x) y la condicion (2.2) para
concluir que la solucién oy de (2.1) cumple lo deseado. Ahora bien, la verificacion de tanto
(2.2) como (2.9) para un b(z) especifico puede ser un tanto engorrosa, por lo que el enfoque
queda sobre el caso b(x) = Kz°, 6 # 0, K # 0 (el caso § = 0 se estudia mas adelante).

Para esto, hay que notar que la funcién, con dominio en R,

|b(z)]

o = K12’ € L, ((0,50)) , V6 £ 0,

luego, siempre existe una soluciéon tinica débil de (2.1) en este caso. Ahora hay que ver en
qué casos esta solucion es explosiva. Si no lo es, se denota como una solucién buena, y en
caso contrario como una solucion mala. Para comenzar, se ve que, en este caso,

P (z) = exp {—2 /j Ky5—2/3dy} , (2.10)

de donde se pueden identificar 3 variantes distintas dependiendo de los valores de 8y 9.

El primer caso, y el més directo de resolver, es 6 = 23 — 1. Aqui se tiene que

p'(z) = exp {—2K/ y‘s‘zﬁdy} = exp {—QK/ y‘ldy} = exp{—2KIn(z)} = -,
1 1 s

y asi, se obtiene

€T 1 Yy
(2.8):/ yTK/ 2225728 d2dy, (2.11)
1 1

T ot . q_ 2K+1 2K+1
donde n;ll(evlamente hay que separar el analisis en dos casos distintos: 3 = *5= y § # =5,
Sipg= T+ se tiene entonces que 0 = 2K y ademas

v(x) :/ W/ 2z tdzdy :/ —w In(y)dy, (2.12)
1Y 1 1 Y
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donde conviene de nuevo considerar los diferentes casos, K < 1/2, K =1/2y K > 1/2. Si
K < 1/2, integrando por partes se llega a que

21 12K T T
n(y)y ) B / _ 2 4
1 1 Y (1 - QK)

2.12) =
(2.12) ( 1- 2K
12K 1
_ 1 1-2K X $—>oo>
1—2K(n<x>x 1—2Kk 1-2K >

2
pues 1 — 2K > 0, de donde se concluye que en este caso la solucion es buena y se puede
estudiar mas adelante.

Ahora, si K = 1/2 entonces, haciendo el cambio de variable v = In(y), y por ende
du = y~'dy, en (2.12) se llega a

In(z)
(2.12) = 2/ udu = In(x)? == oo,
0

y asi, la solucion para K = 1/2 también es buena. Finalmente, si K > 1/2, se puede integrar
por partes para obtener

(2.12) — ((1 _221;1(()34;2[(_1) f:_ /190 mdy

2 In(x) 1 1 00 2
— — + < OO7
12K \ 2261 (1-2K)2?K1 ' 12K (1—2K)?

yva que 2K — 1 > 0, y entonces en este caso la solucion es mala, y no sirve para el anélisis
posterior.

El siguiente paso es considerar § # QKT“, donde hay que estudiar el término

1 2
2.11) = 2K—-20+1 1)d
2 o _
9K 9511 (/1 y' -y 2Kdy) , (2.13)

y nuevamente hay que separar los diferentes casos § =1y K = 1/2, notando que no pueden
pasar simultaneamente pues 3 # % Comenzando con § =1, K # 1/2, se obtiene

2 /z . —2Kd ) | ( ) .Z'_2K+1 N 1
ok —1\J, Y 7Y V)T ok 1 1-2K '1-2K)°

donde este tltimo término va a oo cuando z va a oo independiente del valor de K, luego
siempre se obtiene una soluciéon buena con § =1 # QKT“ Ahora hay que analizar el caso
f#1, K=1/2 en donde

2 ; 1-28 -1 _ 2 . v
2—25(/1y Y dy>—2—2ﬁ(2—2ﬁ 228 () |,
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donde nuevamente el dltimo término va a co cuando x va a oo independiente del valor de S,
y por ende toda solucién es buena en este caso. Finalmente hay que estudiar el caso general
cuando § # 1y K # 1/2, donde el término clave se reduce a

2 x2—25 1 $1_2K 1
(2.13) = - - +
9K —28+1\2—-28 2-28 1-2K 1-2K

2 2
—= I2_26 _|_

2K — 28+ 1)(2 — 28) 2K — 28+ 1)(2K — 1)331_21( LRGN

donde C' es una constante que no forma parte del analisis. Para completar la descripcion de
esta parte, parece natural estudiar 8 casos distintos dependiendo del signo de las expresiones
que aparecen en el tltimo término:

1. 2K —2641>0,2—28>0y2K —1>0:estecasosereducea f <1ly K >1/2,y se
ve claramente que (2.14) va a oo a medida que x crece, luego es una solucion buena.

2. 2K—-26+41>0,2—28>0y 2K —1 < 0: aqui las condiciones se resumen en K < 1/2
y B < @ y nuevamente (2.14) va a oo cuando x crece, y la soluciéon es buena.

3. 2K —-26+1>0,2—-28<0y 2K —1 > 0: ahora las desigualdades entregan 3 > 1,
K>1/2yp5< 2K2+1, pero en este caso (2.14) va a C' cuando z crece, luego la solucion
es mala.

4. 2K =26 4+1<0,2—-28>0y 2K —1 > 0 : basta notar que esta situaciéon no ocurre
nunca pues [ < 1, pero al mismo tiempo 3 > QKT“ y K >1/2, luego > 1.

5. 2K —28+1>0,2—-28 <0y 2K —1 <0 : nuevamente esta es una combinacion que
no puede suceder ya que se tiene que 3 > 1, pero a la vez § < % con K < 1/2,y
entonces 3 < 1.

6. 2K —20+1<0,2—-28 <0y 2K —1 > 0: esta situacion se traduce a que 5 > QKT“ y
K > 1/2. No obstante, en este caso (2.14) va a C cuando z crece, luego se obtiene una
solucién mala.

7.2K—-204+1<0,2—-28>0y 2K —1 <0 : en este caso, las desigualdades fuerzan
aque g € (25 1), donde K < 1/2, y con esto se puede ver que (2.14) diverge a oo

cuando x crece, y por ende la solucién es buena.
8. 2K —20+1<0,2—-28 <0y 2K —1 < 0: finalemente, estas devienen en las

condiciones f > 1y K < 1/2, las cuales llevan a que (2.14) vaya a oo cuando x crece,
dando nuevamente una solucién buena.

Todos los resultados anteriores se pueden resumir en la siguiente proposicion

Proposicion 2.1 La ecuacion diferencial estocdstica

do, = 0/dB, + Ko}’ dt,
og > 0,

tiene una inica solucion débil positiva (hasta un posible tiempo de explosion) para todo K # 0
y B € R. Mds aiun, esta solucion no explota hacia infinto si y solo si se cumple alguna de
estas condiciones

1. K <1/2,
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2. 3<1y K >1/2.

Es importante notar que se conoce que el caso K = 0 es no explosivo (ver [10], Problema
5.5.3).

Ahora que se ha caracterizado el caso d = 23 — 1, se procede a estudiar el caso en cuando
esta igualdad no se cumple. Asi, se tiene que

20—28+1 1
(2.10) zexp{—QK <5—2ﬂ+1 - 5—26+1)}

xd2+1 2K —2K
eXp{ 5—25+1}6Xp{5—2ﬁ+1} COeXp{é—zﬁJrﬁ }

donde C es una constante positiva. Con esto, y definiendo # = § — 25 + 1, se obtiene que

(2.8) = 2/ exp {%K }/ exp {%29} 22 dzdy. (2.15)
1 1

Para seguir se nota que es natural nuevamente estudiar por separado los casos ¢ > 0
y 6 < 0. En cualquier caso, es importante que aunque esta integral sea dificil de calcular
explicitamente, solamente interesa su comportamiento cuando x crece a infinito. Una forma
de estudiar esto sin calcular las integrales es usar el método de comparacion de cuociente
para integrales (ver, por ejemplo [5], teorema 9).

Se comienza con ¢ > 0, més aun considerando el caso donde K > 0 en primera instancia.

Es claro entonces que
2K
exp {716} % I 00,

lo que implica ademés, gracias a la positividad de las funciones, que

Y 2K 0
/ exp{ 5 - }z_zﬁdz I . (2.16)
1

Luego, definiendo
—2K v 2K
f(y) = exp {Tye} / exp {729} 2728z,
1

y % 0 72,6(1
TRIEAC T eXp{ po
y—oo Y

se tiene que

y—oo  exp 9} y=o

de donde, gracias a (2.16), se puede aplicar la regla de L'Hopital para concluir que

e {Ha e exp {2547}y
lim = lim T
ymoo exp {Eryf}y-o y=o0 exp { Zyf ) (—oy—0-1 + 2Kyf—3-1)
1 1
= lim —————— = 7= € (0,),

y—oo —0y 0 4 9K 2K
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debido a que 6 > 0. Con esto, y aplicando el criterio de convergencia de integrales del

cuociente, se obtiene que
lim v(z) = 2/ f(y)dyN/ y~dy,

donde esta tultima integral es infinita si y solo si 0 < 1. Esto demuestra el siguiente resultado

Proposicion 2.2 La ecuacion diferencial estocdstica

do, = 0PdB, + Koldt,
og > 0,

tiene una unica solucion débil positiva (hasta un posible tiempo de explosion) para todo K # 0,
BeERyI#0. Mds aiin, st K >0 y g < %‘S (es decir, @ > 0), entonces la solucion es
buena si y solo si § < 1.

Con este resultado listo, se puede continuar con el caso § > 0, K < 0. En esta situaciéon
es facil ver que, como K < 0, entonces

—2K 41 [* 2K —2K 2K ,
EXpy —— / exp _20 2725(12 2 exp _y9 exp y / *2/de
0 1 0 0 0 L
Yy
=/ 2724z,
1

luego integrando desde 1 hasta x, y como las funciones involucradas son positivas, se obtiene
que

@ 2K v (2K = v
(2.15) = 2/ exp {Tye}/ exp {729} 2P dzdy > 2/ / 7 ¥dxdy,  (2.18)
1 1 1 )1

y asi, se concluye que si la integral doble que acota a v(x) explota a infinito cuando z va a
infinito, también lo hace v(z), y la solucion asociada al caso resulta ser buena.

El estudio de esta integral doble se reduce a los siguientes casos

1. B=1/2:
/ / 2dedy—/ / “dzdy

_/ ()dz-xln()—x+1m_>—oo>oo.

x Y —Qde x y1—25 1 d
z zdy = —
/1/1 / /1 {1—26 1—25} i

v 1 Tr—>00,
:/ 1——dy=2z—-1—-In(z) &= .
1 Y
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3. p<1/2:

x y _2ﬂdd T y1726 1 4
z zdy = =
/1/1 / /1 {1—26 1—26} i

x228 1 T 1

@—20)(1-25) (2-20)1—29) 1-28 1-28

2220 1 1 1 1 R
= - — + 00,
1-26\2-28 (2—2p)a?728 g2726-1 228

pues en este caso 1 — 28 >0y 2 —26 > 1.
4. pe(1/2,1):

/x/y —Qﬁd d /x{ y1—26 1 }d
z zdy = —
o Y= \i—28 1-28)Y

x228 1 x 1

@-25)(1-28) (2-20)1-28) 1-25 1-28

— -2 )] =
268 —1 \(2—28)21-(=28) (2 —-208)x x ’

ya que ahora (2 —28) € (0,1) y 1 — 28 <0.

5. 8> 1.
[ [ )
/1/12 dzdy /1 1-25 1-93 dy
B 22 B 1 R n 1
C(2-28(1-28) (2-28)(1-28) 1-28 1-28
:2@—1((26—2>:c1-<2—25>_(26—2>a:+1_5>—””O’

porque aqui tanto 2 — 2 como 1 — 23 son negativos.
Los célculos anteriores permiten concluir la siguiente proposicion

Proposicién 2.3 La dnica solucion débil positiva (hasta un posible tiempo de explosion) de
la ecuacion diferencial estocdstica

do, = 0P dB, + Koldt,
oo > 0,

es siempre buena cuando K <0 y 8 < 12i5 (es decir 0 > 0), para todo § # 0.

Continuando con el anélisis, corresponde ahora estudiar el caso cuando 6 < 0, es decir,
£ > 1%‘5. En este caso no es necesario dividir los calculos en funcion del signo de K, es decir,

basta considerar K # 0. Ahora, recordando (2.15), y notando que en este caso 2’ 22200, se
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tiene alguno de los siguientes casos, para y € [1, 00)

expy ——VY ¢ € |l,expq —— , eXpq —Y p € |expy — ¢, 1| ,s1 K >0,
0 0 0 0
exp Ty € |1l,exp - , €Xp Ty € |exp 5 1, st K <0.

En cualquiera de estos casos, se tiene que

Ty
(2.15) > 2exp {%K‘}/ / 2728dzdy,
1 1

donde se acota la exponencial del término positivo por 1, mientras que la de exponente nega-
tivo se acota por su valor minimo en el intervalo [1, 00). Con esto, se obtiene una desigualdad
similar a (2.18), salvo por una constante positiva. Repitiendo entonces lo hecho en el caso
anterior, se concluye que

2 exp 2A5] 2 2P dzdy 25 oo,
0 1 1

para todos los valores de 3, y asi se obtiene el siguiente resultado

Proposicién 2.4 La unica solucion débil positiva (hasta un posible tiempo de explosion) de
la ecuacion diferencial estocdstica

do, = 0PdB, + Koldt,
og > 0,

es siempre buena cuando [ > ITM (es decir § < 0), para todo § # 0, K # 0.

Finalmente, queda estudiar la situacion cuando ¢ = 0. En este caso, la ecuacion (2.1) a
estudiar se transforma en

do, = 07dB, + Kdt, (2.19)
og > 0.

Se comienza por notar que en este caso

PO 1028 € 11 ((0,00)) VE £0,

xQIB - loc

luego (2.18) tiene una unica solucion débil positiva, hasta un posible tiempo de explosion.
Basta ver ahora cuando esta soluciéon no explota hacia infinito casi seguramente. Para esto
se procede, como antes, observando que

p'(z) = exp {—2 /1 %dg} = exp {—QK /1 5‘25d5}

exp{ 2K (155 - )} siBAL

exp{—2KIn(z)} = 272K si B =1.
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Ahora, se comienza con el caso 5 = 1/2, en donde

@8) =2 [ g2 [ gy —o [ 4K UM K #0
8) = y 2 zdy = y 5w o | W (pues K # 0)
1 1

T 172K .
_ i/ 1=y — | E (w “l-ihp o) KAL (2.20)
K J; 2(x — 1 —1In(x)) si K =3

y se distinguen cuatro casos distintos

1. K <0:

(2.20) Ry g | N 1 N 1 1 R
: = — > 00
—K \z72K 122K 1 2K (1—-2K)xl2K ’

ya que tanto 1 — 2K como —K son positivos.
2. K €(0,1/2):

2.20) = — (1- = — )
(220) = % ( ¢ 0—2K)2F (1= 2K)ac> >

pues 1 — 2K y K son positivos.
3. K=1/2:

T €T

(2.20):2:1:(1—1—M>H—00>oo

4. K >1/2:

(2.20) = 1 —+ L L Lo
. —_ = — 7> OO
K 2K — 122k~ (2K — 1)z ’

porque aqui tanto K como 2K — 1 son positivos.
y en todos ellos la solucidén que se encuentra es buena.

Para tratar el caso § # 1/2, se empieza por ver que

(2.8) = 2/1xexp{1—_2;(5(y1_25— 1)}/1yexp{12_[(26(z1_25— 1)}2_25dzdy
e 9K v K
:2/1 eXp{—1—226y1_26}/1 exp{—12_2521_25}z_26dzdy
= 2K 1) 2K | o 2K
2 [ { g }2K ({2} e {255}
:/l‘ 1—exp{ Y 25)}) dy—/ f(y)dy, (2.21)
1

, v luego nuevamente conviene dividir el anélsis en cuatro partes
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1. K <0, <1/2: Se define

y ademés, al notar que

se tiene que

con lo que, dado que ambas funciones son positivas, se puede aplicar el criterio del
cuociente de convergencia de integrales para concluir que

= h dy ~ h d h dy = 0.
v(0) /1 f(y)dy /1 9(y) yz/l ldy = oo
2. K <0, >1/2: Definiendo g(z) = 1, se ve que ahora
fly) _ 1 2K (1 _
i =10~ (=4 (575 (- 0))} )

ysoo 1 2K X 0
=5 (o {grey ) 1) 0.0

de donde, al igual que antes,

voe) = [y~ [ gty = oo
1 1
3. K >0, <1/2: Se define de la misma forma ¢(z) = 1, y sigue que

% =fly) = % (1—exp{(12_K26 (1_y126)>}> yooo, % € (0,00).

y se tiene la misma conclusion que en el caso anterior.

4. K >0, 8> 1/2: Se vuelve a definir g(z) = 1 para obtener

1o -2 ()
(a5 e

y se concluye como antes que v(o0) = oo.

Este anélsis demuestra la siguiente proposicion que da fin a esta seccion
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Proposicion 2.5 La ecuacion diferencial estocdstica

do, = 0P dB, + K dt,
o9 > 0,

tiene una tinica solucion débil positiva (hasta un posible tiempo de explosion) para todo K # 0
y B € R. Mds atin, esta solucion es siempre buena.

A modo de resumen, se presentan todos los resultados en conjunto en el siguiente enunciado

Teorema 2.6 La ecuacion diferencial estocdstica

do; = adet + Kafdt,
o9 > 0,

tiene una solucion débil positiva (hasta un posible tiempo de explosion) para todo K # 0,
0,3 € R. FEsta solucion es buena si y solo si se cumple alguno de los siguientes casos no
intersectantes:

0 <28 —1.
§=26-1, K <1/2.
§=26-1,K>1/2, B<1.
0>26—-1, K <.
0>2—-1, K>0,0<1.

SABR IR

Vale la pena mencionar que este resultado integra las condiciones del caso 0 = 0 de bue-
na forma, y que de ahora en adelante este no se trata como un caso particular distinto a ¢ # 0.
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Capitulo 3

Modelo de Volatilidad Estocastica

Ahora que se ha caracterizado el comportamiento de la ecuacion de volatilidad para el caso
de un drift de potencia, se puede proceder a estudiar el sistema de ecuaciones diferenciales
estocésticas que es el objeto central de este trabajo,

dXt = XtUtath y X() =g > 0, (3 1)
do, = 0PdB, + Koldt , oy >0, '

donde W, y B, son movimientos brownianos p-correlacionados, y se impone que a > 0,
ademés de que (5, 0 y K cumplan alguna de las condiciones del teorema 2.6, para que la
solucion o, sea buena. Hay que notar que si Tj es finito, luego o, se extiende continuamente
por 0 para t > Ty y la evolucion de X; solamente es de interés hasta el instante 7g, ya que
luego de esto el proceso se mantiene constante. Esto implica entonces que el proceso crucial
para este trabajo es (Xiar,)t>o0-

Se prosigue entonces de la misma forma que en la seccion 7 de [5]. Primero, se tiene que
Xint, es la martingala exponencial detenida en 7y de of*; un proceso adaptado, positivo y
medible que ademés satisface

T
IP’[/ or*dt < oo
0

gracias a que oy es una solucion buena, es decir P (7, = co) = 1. Por ende of* es continua
en el intervalo [0, T, para todo T' < oo, y la integral en cuestion es finita c.s.

=1VT € [0, 00),

Ahora, si se definen para M, M’ > 0 los tiempos de parada

R]V[ = inf {t Z 0: Xt/\T() Z M}, (32)
Tl =Tu A Ryp, (3.3)

se ve que, como X es la exponencial de un proceso, entonces para v € (0, 1) fijo

X

tNToATY

>0 = X" z():>E<X7

> 0.
tAToATM' tAToATM ’> =
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Con esto, se puede aplicar la regla de célculo de It (ver [10], teorema 3.3.3) al proceso
positivo X7 s considerando la funcion f(x) = 27 para obtener que

tNTONT T
tNToAT tAToATM
!/ 1!
X;\TO/\T}{»}/ = f(XtATO/\T}Q}’) = XOAYATO/\T%/ +/0 fI(X)dX, + 5/0 f(X)d(X)s

tATonTM Yy —1) tAToATY

=)+ / VX7 X ot dW, + T/ X2 X20%ds
0 0

tAToATM 1 tAToATM

=z + yXo%dW, + =1 Xo%ds, (3.5)
0 0 s7s 2 0 ss

donde el segundo término de la suma es una martingala local detenida, siendo la integral
estocéstica con respecto a un movimiento browniano de un proceso bien definido. Esto implica
que su esperanza es 0. Tomando entonces E(-) en (3.5) y considerando (3.4), resulta

o 1 t/\To/\Tj]&I/
0<E (X)) =75+ %E ( /0 X7o2ds | (3.6)

Por otro lado, para M > 0y t > 0 fijos, se tiene que

= MP (Ry <t, Ry <Tp) +0,

debido a que es claro que si X;r7, no alcanza el nivel M antes de Ty, luego no lo alcanza
nunca. Por ende en este caso, i) es infinito, y en particular mayor a un ¢ fijo.

Con esto, se prosigue a calcular

MP (Ry <t) = MP(Ry <t,Ry <Ty) = ME (1g,,<in,) = E(M1g,,<irty)
=K (XRMlRMSt/\TO) =K (XRM/\t/\TolRMSt/\TO) < E (Xt/\TO/\RJ\l) ) (37)

y, como X; es una martingala exponencial, entonces en particular es una martingala local,
y més aun, gracias a que es positiva, es una supermartingala. Esto implica que, si se detie-
ne X, 7, en Ry, se obtiene una martingala local acotada y por ende, una martingala. En
particular se tiene que

E (Xt/\ToARM) =K (XOATO/\RM) = Zp- (3-8)

Asi, al combinar (3.7) y (3.8), se concluye que para todo ¢t > 0

de donde se concluye que Ry, — oo c.s. cuando M — oo. Este tltimo resultado, junto con
que se trabaja con o; buena, entrega que

M M, M'—o0

Ty ———— 00 C.8. , (3.9)
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independiente de cual limite se considere primero. De ahora en adelante se adopta la notaciéon

’ . . z .
T = T]\Af para evitar recargar las expresiones con indices.

Con todo esto se puede enunciar el primer resultado de esta seccion

Proposiciéon 3.1 (ver [5], Proposicion 1) Sean X; y o las soluciones del sistema (3.1),
donde o, es buena. Entonces, para todo v € (0,1) y para todo t > 0, se tiene que

tATy
E ( X;Yafads) < 00,
0
y ademds el siguiente limite existe
— 1 tATy
L(t) = lim TE ( Xgagads) , (3.10)
0

donde L(t) € (—x0,0], y estd caracterizado por la expresion

L(t) = E(Xing,) — o.

DEMOSTRACION. De (3.6), v considerando que v € (0, 1), se recupera que

1 o tAToNT
%E (/ Xgago‘da) <z,
0

de donde

tAToNT o
E </ Xgagads) < A,
0 (1 —7)

entonces, como X; y o; son positivos, y recordando (3.9), se puede tomar el limite cuando M
y M’ van a infinito en la desigualdad anterior y, gracias al teorema de convergencia mondtona
(ver [15], teorema 3.1.1) se llega a que

tA\To 2:C’Y
1) ( Xgagads) < ——0 <o, (3.11)
0 (1 =)

lo que prueba la primera aseveracion.

Por otra parte, se define p = % y q= ﬁ, que cumplen % + é =7+1—~v=1y ademas
p,q > 1. Asi, se puede aplicar la desigualdad de Holder (ver [I5], proposicion 3.4.9) para

deducir que

1

0 < E (X7 g Lreentn) < E(Xnn)P) P E((Lrcinny)”)* = E(Xrnenn) " E(Lrcinn,)' ™

E
E(Xopn ) B(r <t ATy)'™7 < aB(r < 1)1 242 g,
(3.12)

donde esto dltimo se tiene gracias a (3.9).

26



Finalmente, gracias a la positividad de X}, se puede ver que
XI;Y/\T() 17—2t/\TO S X;Y/\TO S Xt/\TO + ]-u (313)

pues v € (0,1), y se sabe que (Xinp, + 1) € LY(Q, F,P), debido a que, gracias al lema de
Fatou (ver [15], lema 3.2.1),

E(Xt/\TO) = E(}&}S\I}}_I)lgo Xt/\To/\T) < ]\grﬁ/i_r}lgoE(Xt/\To/\T) = Ty < 0.

Con esto, se puede aplicar el teorema de convergencia dominada (ver [I5], teorema 3.3.1)
junto con (3.12) para llegar a

E(X:/\t/\TO) = E<X;Y/\t/\TO Lrzinm) + E(X:/\t/\TO Lr<enmy)

M, M'—o0
—— E(X Ao Looziny) = E(Xip)-

Dado este resultado, se puede tomar el mismo limite en (3.6) y, junto con (3.11) se consigue
la siguiente igualdad

E(X)

tATy

1— tATy
) =al + =) 5 Vg, ( Xgagads) :
0

de donde, gracias nuevamente al teorema de convergencia dominada, tomando el limite cuan-
do vy crece a 1

1 o tATH
E(Xiar,) — 2o = lim %E ( Xgagads> :

711 0

de donde se concluye que L(t) existe, y ademas satisface la igualdad buscada.

Observacién Es importante recordar que la motivaciéon principal de este trabajo es iden-
tificar para qué valores de los parametros del sistema (3.1), su solucion en el intervalo de
interés X;,7;, es una martingala local estricta o una martingala real. Esto se traduce, gracias
a la proposicion anterior, en identificar en qué casos existe un ¢ > 0 tal que L(t) < 0. Si tal
t existe, se tiene que

E(Xian) < 20 = E(Xoar,),

lo que basta para concluir que X;,7; es una martingala local estricta; mientras que si no
existe dicho t, se concluye que

E(Xiar,) = o = E(Xonr,) , VI > 0,

lo que, gracias a que X, es supermartingala, es suficiente para aseverar que X; 7, es una
martingala real.
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El siguiente lema técnico también viene de [5], aunque se agrega un caso limite no con-
siderado. Este no es usado en las demostraciones que requieren el lema, pero se agrega por
completitud.

Lema 3.2 Sea 0 < 07 < 0y y sean X; y oy las soluciones del sistema (3.1), donde o, es
buena. Si para t > 0 sucede que

tATH
liminf(y — 1)E ( Xgaglds) <0,
0

711

luego, se tiene que

tATH
liminf(y — 1)E ( X30§2d3) = —00.
711 0

DEMOSTRACION. La demostracion procede viendo el caso 6; = 0 igual que el caso ¢; > 0. Sea
A>0y~ve(0,1); luego

tA\Ty tA\Ty tA\Ty
E ( Xgo—gzds) = ( Xga§21oS>Ads) +E < Xga§21US§Ads>
0 0 0
tATy

0

tATh
=E ( X% %g01, o Ads) +E ( Xga?lasgAds)
0

tATy

> A%~hE < X30§1105>Ad3> : (3.14)

0

donde la dltima desigualdad viene gracias al uso de la indicatriz en un caso, y a la positividad
de tanto X; como o; en el otro. Ahora, la indicatriz se puede reescribir para obtener que

tA\To

tATo
chrglds) —E ( XgagllgsgAds)}
0 0

(3.14) = A%=% [E (

tATo tA\To
> A-0| ( X;’ngdz;) — A”E ( X310—5<Ad5>
0 0
tATy tATH
> A%"0R < Xga§1d5> — A"E ( X;ds>
0 0
tAToy tA\To
> AP»"OE ( chr;flds> — A"E ( X+ 1ds) , (3.15)
0 0

donde en la ultima desigualdad se usa (3.13).

Ahora se puede aplicar el teorema de Tonelli (ver [15], Teorema 6.2.1), gracias a la posi-
tividad de Xy, y ademas usar el hecho que E(X;,1,) < o para concluir que

tATH
(3.15) > A%="E ( Xgaﬁlds) — A%t(zo + 1),

0

28



de donde se llega a que

tATyH tATo

(v—1E < X;UEQdS) < (y—1)A%"E ( X‘Zaflds) — (y = D) A%t(zo + 1),

0 0

y, tomando el limite inferior cuando v crece a 1, se obtiene que

tATH tATo
liminf(y — 1)E ( Xg052d3> < A% lminf(y — 1)E ( Xgaflds) < 0.
0 0

711 711

Finalmente, como 05 > 6, y A fue elegido arbitrariamente, se puede tomar el limite cuando
A crece a infinito para llegar a lo buscado.

]

Con el lema anterior se puede proceder a enunciar el primer resultado importante que
concierne al comportamiento de martingala del proceso X;ar, de (3.1), que también viene de
[5], pero se extiende al caso general presentado en este trabajo

Teorema 3.3 S se considera el sistema

dXt = XtO'?th ) XO = X9 > 0,
do, = 0ldB, + Koldt , oo > 0,

donde >0, 5,0 € R, K <0y p <0. Entonces Xynr, es una martingala.

DEMOSTRACION. Lo primero que hay que notar, recordando el teorema 2.6, es que como K < 0,
entonces la solucion oy del sistema (3.1) es siempre buena. Por esto no es necesario agregar
esta condicién como hipdtesis.

Ahora bien, para v € (0,1) y similar a lo que se hizo en (3.5), se quiere aplicar la regla
de célculo de Tt6 multivariada (ver [10], teorema 3.3.6) al proceso X}y A 0iamynr, donde
f(z,y) = 27y. Sin embargo, para efecto de los calculos, es conveniente considerar los tiempos
de parada

T.=inf{t>0:0,<e},
que cumplen que, por continuidad de oy,
T, — Ty.
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Aplicando el teorema ahora a XZATE A+OtAT. AT, S€ Obtiene que
tANTNAT
v _ _ Y7
Xt/\Ts/\TO_t/\TE/\T = f(Xt/\TE/\n O—t/\Tg/\T) = XO/\TS/\TO—O/\TE/\T + / (axf) (Xsa Us)dXs
0

tATNAT 1 tANTNAT )
<[ onXaaa g [T @),

1 tAT AT ) tANTNT
w3 @Dt [ @K o), (310

de donde, usando las relaciones presentes en el sistema de ecuaciones y dado que f es conocida,
se deduce que

tANTNAT tANTNT tAT AT
(3.16) = xjoo + 7 / X o X,o0dW, + / X7oPdB, + K / X70%ds
0 0 0

-1 tANTNAT 1 tATe NT
+ M/ X2 %0, X202ds + —/ 0-02ds
2 0 2 Jo

S

tATeAT
+ 7/ X171 X,0%7 pds.
0

Reduciendo los términos, se concluye que

AT AT

tAT=NAT tANT=NAT
X e OtnTinr = T300 + 7 / XYoot aw, + / X2o%dB, + K / X2olds
0 0 0

-1 tATNAT tATAT
+ % / X2t ds + vp/ X)oothds. (3.17)
0 0

Cabe mencionar que los calculos anteriores son hechos considerando los procesos detenidos
al momento de que o, cruce la barrera inferior . Esta acotacion evita problemas de integracion
en (3.17), en los casos en que (3,9, a + [ < 0.

Ahora, ya que tanto o, como X, son procesos positivos, y notando que las integrales con
respecto a los movimientos brownianos involucrados son martingalas locales detenidas, se
tiene que

tATAT
0 < E(X )\ parOentins) = 2400 + KE </ Xgagds)
0

. 1 tANT-NT tAT AT
- %E ( / Xgaga“ds) + ypE ( / Xgag+ﬁds>
0 0

o 1 tATNT
< xjoo + %E < / X;a§a+1ds> : (3.18)
0

donde la tltima desigualdad es debido a la positividad de los términos dentro de la esperanza
junto con los signos de p y K. Reordenando, se obtiene que

tAT=NT 0%
: 2
(1—7)E < / Xgaga“ds) < 1%,
0 Y
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Nuevamente gracias a la positividad de los procesos se puede usar el teorema de conver-
gencia monotona, tanto en M, M’ y e, para concluir que

tATY Y
(1—-~vE ( 0 Xgazaﬂds) < m,
0 Y
0, lo que es lo mismo,
tATT 0%
s ([ aeas) 2 2
0 Y

de donde, como esta tultima desigualdad se tiene para todo vy € (0,1), tomando liminf. 4, se
llega a que

tATy
limTilnfh - 1DE ( Xgagaﬂds) > —2x000 > —00,
v 0

y esta igualdad es valida para todo tiempo t. Asi, se puede usar el lema 3.2, ya que 0 < 2a <
2ac + 1, para concluir que para todo tiempo t

711

tATH
Hmhw—DE( Xyﬁ%h)::a
0

lo que equivale, gracias a la proposicion 3.1, a que E(X;a7,) = 2o para todo tiempo, y Xiar,
es una martingala.

]

Observacion En el caso en que § = 0, esta demostracion se puede adaptar para abarcar
también el caso K > 0. Basta notar que, en (3.18) se puede usar que

tATeNT
KE </ X;Yds> < Kt(xo+ 1),
0

gracias a una aplicacion del teorema de Tonelli junto con la desigualdad (3.13) y el hecho
de que E(Xa7,) < xp. Siguiendo entonces los mismos pasos de la demostracién anterior se
obtiene que

tATo
limTilnf(y —1E ( XgagaHdS) > —2x909 — 2Kt(xg + 1) > —o0,
v 0

y se llega a la misma conclusion de que X;,7;, es una martingala. Mas adelante se presenta
una demostracion alternativa para este caso.

El teorema anterior responde la pregunta esencial de este trabajo de manera general para
algunos casos interesantes. Sin embargo, todavia es necesario abordar una variedad de casos
distintos que quedan fuera del anlisis realizado.

Para esto, se comienza por elegir parametros para la ecuacion (3.1) tales que la solucion oy
resulte ser buena (ver teorema 2.6) y al mismo tiempo que no hayan quedado caraterizados
por el teorema 3.3, es decir, K > 06 p > 0. Después, se realiza el siguiente cambio de variable

Yyt = 0y, (3.19)
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y asi, X; ahora se rige por la ecuaciéon

dXt = thtth s XO =T > 0. (320)

Por otra parte, se puede aplicar nuevamente la regla de calculo de It6 usando la funcion
f(x) = z* para concluir que y, cumple la siguiente ecuaciéon

v = f(o0) = f(o0) /f o) o + /f”

- 1)
= og —I—a/ *ldo, + Oé—/ o 2d(o),
0 2 0

t t t
-1
=05 + a/ U?+B_1st + aK / O'?+6_1d5 + —&(QQ ) / g2Bra—2(g
0 0 0

b boppest -1 81
:ag+a/ S dB, oK | pte ds+%/ s, (3.21)
0 0 0

donde nuevamente si se considera el caso donde T, < o0, estas igualdades se entienden
solamente para t < 7Tp, mientras que para t > Ty, y; se extiende continuamente por 0.
Uniendo (3.20) y (3.21), se obtiene que X; e y; solucionan, dentro del intervalo de interés, el
siguiente sistema

dXt = Xtytth y X() =g > 0

B-1 o=l B=1 3.22
dyt:aytpr E dBH—{Kayt o +a(a 1)ytlﬂ }dt, Yo = o > 0. ( )

Gracias a que o > 0 y recordando (2.3) y (2.5), se cumplen directamente las siguientes
relaciones

TY = lim T, = lim inf{t >0:y, > M} =T2 =T, 2

0 T pihe M T R {t=>0:y >M} 0 001 (3.23)
Ty =mf{t>0:y, =0} =T =Ty,

de donde se infiere que, como se considera una soluciéon buena de o4, 0 lo que es lo mismo

T, = oo c.s, entonces 1Y = oo c.s. Es importante mencionar que aunque las relaciones

anteriores son ciertas, también se tiene

Ty=Ty #mf{t>0:y,>M} =T},

La relacion correcta entre T, y T}, viene dada por
TS =TV,
debido a la relacion (3.19) y, como « es positivo, se recupera asi (3.23).

Ademas, gracias a las ecuaciones (3.22), se sigue que X;a7, es la martingala exponencial
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detenida del proceso y;. Es decir, en particular cumple, para todo t > 0 fijo

T}CI/\TO 1 T}C{/\TO
E(Xry aro Ly, <inty) = E | zoexp /0 ysdWs — 5/0 ysds o 1gw inm,

Ty AtATo 1 [TuMATo
=E | zoexp /0 ydes_§/O y?ds 1T;(4<t/\TO

= xOEt(lT}QQATU) = 130@(@%4 <tAT), (3.24)

donde P, es la medida que tiene como densidad con respecto a P a la funcion

T AtATy 1 T NtNTy
exp / Yy dWy — 5/ y2ds ¢, (3.25)
0 0

y E, es la esperanza con respecto a la medida P,. Es importante notar que, como se tiene que
para todo 0 < T < o0

1 T/\TXI/\TU 1
E | exp 5/ y2ds < eXp{EMQT} < 00,
0

luego (3.25) satisface la condicion de Novikov (ver proposicion 1.3) y por ende (3.25) es una
martingala. Esto se traduce en que

_ T NtATy 1 T AtATy
]P)t(Q) =E exXp / ydes - 5/ y?dS
0 0
T3, NOAT 1 [Tu/OATo
=E | exp / ysdWs — 5/ y2ds =1,
0 0

y asi, P, es una medida de probabilidad.

Por otra parte como B, es un movimiento browniano con respecto a P, es también en
particular una martingala continua para P. Luego, como (3.25) es una martingala, se puede
aplicar un corolario del teorema de Girsanov (ver proposicion 1.2) para concluir que

BszBs—/ yd(W,B), ,0<s <tANTy ANTp
0

:Bs—p/ yedr , 0 < s <tATy ATy, (3.26)
0

es una martingala continua con respecto a P,. Mas atn, cumple que

y por ende, B, es un movimiento browniano con respecto a P;. Ahora, se puede incluir la
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igualdad (3.26) en la ecuacion (3.22) para y, y se obtiene la siguiente ecuacion

B-1 4ot -1 B=1
dys = ozy;Jr > dBs + {Kozys + My;” } ds

2
B=1 a-1 —1
—ay, " (dB, + pyeds) + {Kay;+ “ 4+ a(a2 ) ys }d
B=1 . 5-1 -1 B=1
= ozy;+ * dB, + {Kozy;+ * + %yi” ° +apys } (3.27)

La igualdad (3.26) entrega entonces que la solucion (ysanry azys Thy At A To) de (3.22)
Usnent?, aTi> Ty ANt ATY) de
(3.27) bajo la medida P cuando ambas comienzan de la misma condicion inicial oy; donde se
abusa de la notacion para definir

bajo la medida P, tiene la misma distribucion que la solucion (§

T&zinf{sZO:@SZM}
T¢ =inf{s >0: §, =0},

En particular, se tiene la siguiente igualdad para todo ¢ > 0 y para todo M > 0
Py(TY, <t ATy) =P(TY, <t ATY). (3.28)

Por otro lado, gracias a que (3.25) verifica la condicion de Novikov, entonces XiaTy AT, €5
una martingala para todo M > 0. Esto permite concluir que

Lo = E(XO/\TO/\T;CI) = E(Xt/\To/\T}({) = E(Xt/\To 1t/\T0§T}C{) + E(XT}C{/\TO 1Ty <t/\To) (3-29)
donde ademés se tiene que por teorema de convergencia mondtona

A}ILH E(Xt/\Tg 1t/\To<Ty ) = E<Xt/\To 1tATO§oo) = E(Xt/\To)a

debido a la positividad de X;aq, v a que T3, M2 5o cs. Asi, tomando el limite inferior
cuando M crece a infinito en (3.29), se llega a que para todo t > 0

v = E(Xiar,) + lgvfjﬂ_jglofE(XTg{ATo Ly conty)-
Esta igualdad entrega una segunda caracterizacion para cuando el proceso X;a7, €s una
martingala. Si para todo ¢ > 0 se cumple que

i inf B(Xry, v L1y, <onmy) = 0,

entonces se tiene que para todo t > 0

Ty = E(Xt/\To)a

34



lo que equivale a que X; 7, es una martingala, recordando la proposicion 3.1. Por el contrario,
si existe ¢y > 0 tal que

Hm inf E(X7v o, 17y <tonty) > 0,

M—oc0

luego para dicho ty se cumple que
Lo = ]E(Xto/\TO> + lgvl‘[l’l_}glofE(XTiI/\To 1T]7{1<t0/\T()) > ]E(Xto/\T())?
de donde se concluye que X;,7;, es una martingala local estricta.

Ahora bien, el siguiente resultado presenta una segunda caracterizacion para el limite
inferior que se requiere calcular

Proposicion 3.4 La inica solucion positiva §s de la ecuacion (8.27) explota a infinito en
un tiempo finito con probabilidad positiva bajo la medida P, es decir, se tiene que

P(TY < o0) > 0,
sty solo si existe tog > 0 tal que
lg\zn_)iglof E(X7v sty L1y, <tony) > 0,

y Xiam, es una martingala local estricta.

DEMOSTRACION. Lo primero que se observa es que, para la solucion de (3.27), se tiene que
P(TY < o0) = P(TY < TY)

ya que por construccion y, = 0 para todo s mayor que Téj.

Asi, se supone primero que

P(TY < o) >0,
luego, basta tomar un ¢y, > 0 suficientemente grande tal que
P(TY <ty ANTY) > 0,
y entonces, para todo M > 0 se tiene que, gracias a (3.28),
Py, (TY, <to ANTy) =P(TY, < to ANTP) > P(TY <ty ATY) > 0.

Con esto, se puede tomar el limite inferior cuando M crece a infinito en la igualdad (3.24),

con t = ty, para concluir que
lim inf B(Xry vz, 1y, <ton7) = %o lim inf Py, (TY, < to ATy) > zgP(TY < tog ATY) > 0,

y se llega al resultado buscado.
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Para la reciproca, se supone ahora que
P(TY < o0) =0,
y en este caso si se fija t > 0 arbitrario, entonces usando el teorema de convergencia dominada
se tiene que

M—oo

P(TY, <t ATy) =P(TY, <t ATY) == P(TY <t ATY) = 0.
Asi, tomando limite inferior cuando M crece nuevamente en (3.24) se obtiene ahora que

h,m lnfE(XT]?\J/I/\TO 1T11”¢1<t/\T0> = 2o 1};\1}’1 lnf @t(T]Z\Z < t/\ TO) - fﬂO]P)(TgO < t A\ Téj) — 0,
—00

M—o0

para todo t > 0, lo que prueba lo buscado. O

Esta proposicion reduce el problema de saber cuando la solucion X7, del sistema (3.1)
es una martingala local estricta a estudiar cuando la tinica solucién positiva de la ecuacion
(3.27) explota a infinito en tiempo finito con probabilidad positiva, un problema que ya se
abordo6 en el capitulo 2, pero se debe modificar para adaptarlo a esta situacion particular.

Antes de entrar a encontrar estas condiciones, se procede a reescribir la ecuacion de interés
para esta parte, (3.27), omitiendo el tilde sobre la variable y por simplicidad, de la siguiente
forma

L =1 afa—1 B-1 81
dys = ay, " * dB, + {m;ﬁ Ca %yi” " 4 opay ® }dt

oz(oz - 1) 2vy—1

= ay;dB, + {Kayf + 5 Y + payg’ﬂ} dt, (3.30)

donde se definen las constantes

—1 §—1
7=1+5—,77=1+—~
(6] (6]

Ademés, para que mas adelante los célculos sean mas sencillos, conviene hacer un cambio
de variable en (3.30) para eliminar la dependencia de y; en el coeficiente de difusion. Para
esto se consideran los siguientes cambios de variable

w7 s £ (331)
2 = log(y,) , siy =1, (3.32)

donde es importante notar que v es igual a 1 siysolosi =1,y < 1lsiysolosi <1y
v>1siysolosifg>1.

3.1. El Caso Subcritico: g < 1

Con el cambio de variable propuesto, se puede enunciar el primer resultado que generaliza
los resultados encontrados en [5] al problema principal de este trabajo
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Teorema 3.5 Se considera el sistema
{dXt = X,00dW, , Xo = >0,
doy = 0)dB, + Kopdt , 9 > 0,
donde 6 € R, a >0y [ < 1. Mds aun, se supone que o; es buena. Se supone ademds que

K >0 0 bien p>0 (el caso K <0 y p <0 queda dentro del teorema 3.3). Luego, si p >0y
sucede cualquiera de los siguientes casos no intersectantes

1.6<28-1,a+8>1.
2.0=28-1,a+8>1.

3.0>206—1, a+p>1,0<a+p.
4.0>20—-1,a+p8>1,=a+p3, K€ (—p,0).

entonces Xiar, €s una martingala local estricta. Por otra parte, si p > 0 y no se cumple 1,
2, 30 4; 0sip<0, entonces Xipr, €s una martingala.

DEMOSTRACION. Para comenzar, como 5 < 1y entonces 7 < 1, se aplica el cambio de variable
propuesto en (3.31) y, usando la regla de calculo de It6 en forma diferencial (ver [10], remark
3.3.5) con la funcion f(x) = 2!~ se obtiene que

Q2= A7 () = £y + 5 " ()l

_ —y(l —7) _
= (1 =)y, "dy; + %yt (7+1)d<y>t

. B 1 B
Za(l—v)dBﬂr(l—v)a{Ky? “raTy? 1+pyt—%ay3 1}dt

. 1=y o 11—
=a(l —7)dB; + (1 — 7)« {Kzt17 +pz 7+ %zt_l} dt,  (3.33)

donde se usa la igualdad (3.30) para deducir los diferenciales dy; y d(y):, mientras que se usa

que y; = z; ' para obtener la tltima ecuacion en funciéon de z;. Es importante mencionar

nuevamente que, en el caso en que Ty ATY < 0o, esta ecuacion es valida para t < Ty ANTY,
que es el intervalo de interés en esta seccion.

Ahora bien, se tienen ademas las siguientes igualdades
n—v _ 26—
11—+ % 1-p5
a—l—vya=a—-1—a—-pF+1=-7,
a(l—7)=1-5,

I«
1—v 1-58
las cuales, si se reemplazan en (3.33), entregan la siguiente ecuacion para z
_ s 1=5 =5 BB-1)
dzy = (1= 08)dB; + < K(1 = B)z, " +p(1 = B)z, 7 + — 5 A dt (3.34)

= (1 — B)dB; + b(z)dt,
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donde

BB -1

" (3.35)

b(&) = K(1— B)ET7 + p(1 — B)ETF +

Por otra parte, es muy importante notar que como v < 1 entonces 1 — v > 0. Esto dice
que

yt—>oo<:>zt:ytl_7—>oo,

lo que implica que estudiar cudndo el tiempo de explosion a infinito de la soluciéon g, tiene
probabilidad positiva de ser finito es lo mismo que estudiar cuando el tiempo de explosion a
infinito de z, satisface la condicion. Esto es distinto en el caso v > 1, y se ven las diferencias
mas adelante.

Ahora, para estudiar el comportamiento del tiempo de explosion a infinito de la solucion
de (3.34), desde ahora T7Z, se recuerda lo hecho en el capitulo 2 y en particular el test de

[oop)

explosion de Feller que dice que

P(TZ = o0) =1 <= lim v(z) = oo,

T—00

donde en este caso

T ) y 9
v(z):/1 ]U(y)/1 mdzdy. (3.36)

p(z) : Ry — R,
p(z) = /1 " exp {_2 /1 ’ (1%—%)2%} dy. (3.37)

Para poder seguir con el andlisis, se calcula

_—2>/1yb(§)d€=_—2>2/1y (K( — B)ETF + p(1— B)ETT +@£1> d¢

(1-73)? (1-8
—B)2 .
B (1j§)2 K(1—75)In(y) + ﬁ(ﬁ 1) ln( )+ ﬁ%mﬁyl Z+1 _ oEJlrlﬁ?B) 56 =0,
ot (ot K ah ) s ) i,

donde se nota la primera diferencia dependiendo del caso a estudiar, notando que

0=0— 2/8+1—0<:>—ﬁ:—1,

1—p

y luego la integral es distinta en este caso. Esto no sucede con la otra potencia de &, pues

como a > 0y 8 < 1, entonces ﬁ > 0.
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Con estas integrales calculadas y de (3.37), se tiene directamente entonces que

B—2K
y% exp <a+1 FYT Tl > exp <—a+21p ﬁ> si 6 =0,

p(x) = 4 - :
0 yl—ﬁ>exp(a+1 et/ = )exp(aJrl 5+ % > sif#0.

(3.38)
y1-7 exp

Desde este momento, se trata cada caso por separado, comenzando con el caso 8 = 0,
o6 = 28 — 1. Aqui lo primero que hay que notar es que, como S < 1 entonces, gracias
al teorema 2.6, se tiene que la solucién o, es buena para cualquier eleccion del resto de los
parametros, lo que implica que se deben estudiar todos los casos. Para seguir con el anélisis,
se observa de (3.36) que

v(z) =

2 T gk —2p a4 /y 2K 5 2p
- - -8 ex - Y1 2z 1-8 ex —21* dzd
(1—5)2/1y p<a+1—5y 1 Plavri—7 ’

2 z Yy
:(1—5)2/ vrexp (~Ay ) [ e e (A7) dady, (339)
1 1

donde

b —2K e 2p
;b= 0;A=—7-—.
3 > J Oé—i—l—/B

Comenzando con el caso p > 0, se tiene entonces en particular que A > 0 y por ende,
independiente del signo que tenga a y como b > 0, se cumple que

z %exp (Azb+1) 222 o0,
y de igual manera

y
/ z %exp (Azb+1) dz 222
1

Asi, de (3.39) se tiene que

2 xT
v(z) = m/l f(y)dy,

donde f(y) cumple, gracias a aplicar la regla de L’Hopital, que

i M f1 “exp (Az"T) dz
Yoo yb y_)oo y—(@t) oxp (AybHl)
i y~%exp (Ayb—i-l)
y—oo exp (Ay?t1) (A(b+ 1)y= — (a + b)y—(atb+1)
1 1

o e D = (ax by~ Aprn € 0
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Luego, gracias al criterio del cuociente de convergencia de integrales, se tiene que

T—00

lim v(z) N/ y~bdy,
1

y que esta dltima integral es finita si y solo si b > 1, lo que equivale a que o+ > 1, y en este
caso, que es el segundo caso del enunciado del teorema, X; 7, es una martingala local estricta
gracias a la proposicion 3.4. Ahora, si o + § < 1 entonces la integral anterior es infinita y
por ende X;,7, es una martingala debido al mismo resultado.

Pasando al caso p = 0, se tiene que A = 0y entonces de (3.39) se tiene

2 xa yfa
v(m):m/l Yy /1 2z %dzdy,

luego basta estudiar el comportamiento de la doble integral

x y
/ y* / z %dzdy,
1 1

para todos los valores de a. Mas aun, se estudia, para un ¢y > 1 fijo, el comportamiento de

@ y
/ y” / z7%dzdy, (3.40)
co co

pues el caso ¢y # 1 es usado més adelante.

En efecto, si a = 0, se tiene que

v Y Y v 22 c? x—00
/ ya/ 2 %dzdy = / / dzdy = / (y —co)dy = — — 2 — ¢y — cp) == o0,
co ) () co co 2 2

mientras que si a > 0, entonces

T Y T Y z Y
/ ya/ 2 % zdy > / y“y“/ dzdy :/ / dzdy === o,
co co co co co Y Co

por el caso anterior. Finalmente cuando a < 0 se ve que

T Y T Y T y—a+1 C—a—i—l
/ y“/ 2 %dzdy > xa/ / 2 %dzdy = x“/ { -2 } dy
€] (&) co co co —a + 1 —a + 1

:L,—a+2 Caa+2 [ECEG—H Caa-‘r?
{(—a+1)(—a+2)_(—a+1)(—a+2)_—a+1 —a+1}
- JZ2 B Caa+2 B xl+acaa+1 N caa+2
(—a+1)(—a+2) z7%(—a+1)(—a+2) —a+1 (—a+ 1)z
T—00

00,

de donde se concluye que lim, ., v(z) = oo en todos los casos, y por ende, tomando ¢y = 1,
si p =0, Xiar, es siempre una martingala.
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Para finalizar el caso 0 = 283 — 1 se considera la situaciéon donde p < 0 y aqui basta notar
que como A < 0 entonces

exp (Asz) 2200,

de forma decreciente, luego se tiene que

x Yy
—(1 —25 5 / y” exp (—Ayb“) exp (Ayb“) / 2z %dzdy
1 1

x y
a —a T—00
= —2/1 Y /1 z %dzdy —— oo,

v(x) >

)
2
(1-25)
por lo ya calculado para (3.40), lo que implica nuevamente que cuando p < 0, X7, es
siempre una martingala.

Siguiendo ahora con el caso 0 > 25 — 1, 0 § > 0, lo primero es notar que gracias a (3.38)
se tiene que

v(x) =

2 /x —2Ky$ 2pyﬁ+1 lzsﬂ/y 9K 2127 n 2/)2&“ 7 dad
a=pp s P\ 0 awr=5)" TP T Tari-g) 7 Y
2

z Yy
— —(1 — 6)2 / exp (_Cyd o Ayb+1) ye/ exp (CZd + AZb+1) Z_edZdy, (341)
1 1

donde
2K 2p 0
C=—;A=—;d=——>0;
R B A R
o B
b—l_ﬁ>0,e—m>0

Para lograr un andlisis exhaustivo de este caso se deben ademés considerar 3 casos distintos
que tienen que ver con cuando

b+l=d<—a+1-p=0<=d=a+p.

Con esto en mente se puede comenzar el analisis por el caso p < 0, lo que implica que
A < 0y al mismo tiempo que K > 0y por ende C' > 0, gracias a la condiciéon impuesta por el
teorema sobre K y p. Es importante ademés notar que como se tiene en este caso que K > (
y 0 > 2 — 1, para que la solucion de o; sea buena se debe imponer que d < 1, recordando el
teorema 2.6. Aqui se distinguen 3 casos. Si se cumple que § = o + (3, entonces

2

a=pye /lx exp (—(C'+ Ay ) y° /Iy exp ((C 4 A)2"*1) 27°dzdy, (3.42)

i) = o

y lo que controla la explosion de este término depende ahora del signo de C' + A. Ahora,
como 0 = « + 3, entonces se tiene que

2K =2
§—26+1 a+1-7

C=-A= — K =—p.
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Esto dice que se deben analizar otros 3 subcasos dentro de 6 = a+ . Si K = —p, entonces
C+A=0y

(3.42) =3¢ / / ~dzdy == oo,

donde este ultimo limite ya ha sido calculado al estudiar el comportamiento de (3.40), y se
tiene entonces que X;, 7, es una martingala.

Ahora, si C' + A < 0 entonces
exp ((C' + A)") == 0,
y de manera mondétona, pues b > 0; luego para x suficientemente grande se tiene que

Lﬁ)z /f exp (—(C + A)yy" ) exp ((C + A)y") y /y z~dzdy

(1—
2 z e Y —e xr—r0o0
:—(1_@2/1?//12 dzdy —— oo,

por lo ya visto. Nuevamente se concluye que X;,7;, es una martingala.

(3.42) >

Por dltimo si C'+ A > 0, se tiene que
exp ((C' + A)z") === oo,

y mas aun
Y Y—00
/ exp ((C + A)") z7°dz == oo,
1

luego se tiene que

(3.42) = a5 /f )dy,

donde f(y) cumple que

i FW) [/ 2 exp ((A+C)2") dz
g b ooy @) exp (A + O)yb+)

yCexp ((A+ C)yt™)

= e (A1 O ) (A + OV b+ Dy — (o 1 By~ D)
_ Jim ! _ ! €(0,00),  (3.43)

y—oo (A+C)b+1)— (e+b)y=t+tD  (A+C)(b+1)

por la regla de I.’Hopital. Se concluye como antes que

lim v(z) = ﬁ/l f(y)dyN/1 y'dy,

y esta ultima integral es finita si y solo si b > 1, es decir si a + § > 1. Sin embargo, hay que
recordar que como en este caso 0 > 20 — 1y K > 0, entonces se debe tener que 6 < 1,y
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como 0 = a+ 3, por ende en este caso o+ 3 < 1 siempre, luego esta integral siempre diverge
y por ende X7, es siempre una martingala.

Ahora, cuando 0 > a + [3, se tiene entonces que, como d > b+ 1,

exp (C’zd + Azb“) = exp (zd(C + AZ(bH)*d)) s

Y

y por ende

Y
/ exp (Cz* + A1) z7°dz I 0.
1

Asi, de (3.41), se tiene que

2 xT
v(r) = m/l f(y)dy,

donde f(y) cumple que

m W [ exp (C2% + A2bHY) z7edz
Y—00 y_(d_l) y—+00 eXP (Oyd + Ayb-i-l) y—(e-i-d—l)

. exp (Cyd + Ayb“) y—°
y—o0 exp (Cyd + Ayt+1) (Cdy—e + A(b+ 1)y+D—d—e — (¢ + d — 1)y—(c+d)
lim 1 - L
y—oo Cd + A(b+ 1)yttD-d —(e+d - 1)y Cd

y entonces, como en casos anteriores

2 o *
fi o) = g | S [

donde esta ultima integral es finita siy solo sid—1 > 1, lo que equivale a que 6 —25+1 > 2—23
6 0 > 1; pero para asegurar que o, fuese buena, una condiciéon del teorema, se habia impuesto
que 0 < 1 para este caso y por ende la integral es siempre infinita y X;,7, es siempre una
martingala.

€ (0,00), (3.44)

Por ultimo, si 6 < a + (3 se tiene que
exp (Cz* + A2"™) = exp (2" (A + Czd_(bH))) 2200,

pues A < 0, y lo hace de manera mono6tona desde un z; > 1 fijo. Luego para = > z
suficientemente grande se cumple, gracias a la positividad de los términos integrados, que

2 v Y
v(x) > m / exp (—Cyd — Ayb+1) Y1y / exp (C’zd + Azb+1) 2z dzdy
1 1
2 v Y
= — / exp (—Cyd — Ayb+1) ye/ exp (C’zd + Azb+1) 2z~ dzdy
(1 - B) 20 1
2 v Y
> / exp (—Cyd — Ayb+1) ye/ exp (Czd + Azb+1) 2 °dzdy
(1 - /8) 20 20
2 v Y
> / exp (—Cy* — Ay exp (Cy* + Ay"™) ye/ 2z dzdy
(1 - 5) 20 Z0
2 /x y° yz’edzdy 7 >
(1 - B)2 20 20 ’
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por lo visto en (3.40), y Xya7;, es una martingala. Luego de esto, se ve que se ha demostrado
que para p < 0, Xya7, es siempre una martingala, que es una de las conclusiones del teorema.

Siguiendo con los casos, se presenta el andlsis para cuando p = 0, y por ende A = 0.
Gracias a las imposiciones del teorema, se debe tener también que K > 0y asi C' > 0.
Nuevamente, como se trata el caso 0 > 26 — 1y K > 0, luego se debe imponer que § < 1
para que o; sea buena. En este caso ademaés, se tiene que

T Yy
v(z) = %/ exp (—C’yd) ye/ exp (C’zd) 2~ %dzdy, (3.45)
(1-8)2 4 1
donde
exp (CZd) 2% 0,
y

Y
/ exp (Czd) 2z %dzdy Y7 .
1

Asi, se tiene que

2 x
(3.45) = m/l f(y)dy,
y f(y) cumple ademés que

Yy C d —ed
lfm f((;y) — h’m fl exp ( < ) < <

— 1fm exp (Cy)
y—oo exp (Cyd) (Cdy—° — (e +d — 1)y~ (e+d)
1

1
e ]_/ = —
yoe Cd—(etd—Dyd  Cd© (0,00),

debido a la regla de L’Hopital nuevamente. Esto dice que

Ji o) = g | S [

donde se sabe que esta tltima integral es finita si y solosid —1 > 1, 6 6 > 1. No obstante,
para que o; sea buena, se impuso que < 1 en este caso, lo que implica entonces que X;ar,
siempre es martingala, y asi finaliza el analisis del caso p = 0, encontrando nuevamente que
Xiat, es siempre una martingala, lo que es una conclusiéon del teorema.

Pasando al caso p > 0, como aqui no se fuerza el signo de K, es importante ponerse en
cada caso, comenzando por K < 0. Esto implica que se tiene A > 0y que C' < 0. Al igual
que en lo hecho anteriormente, conviene dividir el analisis dependiendo de cémo se compara
0 con o+ f3.
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Si 0 = a + [, entonces nuevamente hay que dividir el problema en 3 subcasos distintos
dependiendo de como se compare K con —p. Si K = —p, entonces —A = C'y aqui, de (3.41),
se tiene que

2 r e ¥ —e T—00
U(a:)—m/l Yy /1 2 °dzdy —— o0,

por lo hecho para (3.40). Luego X;,r, es una martingala en este caso. Ahora, si K < —p, o
sea C' < —A, entonces

exp ((C + A)") == 0,
y lo hace de manera monétona, luego para x suficientemente grande se cumple que
v(z) > ﬁ /lw exp (—(C + A)yb“) exp ((C + A)yb“) y° /ly 2~ %dzdy

2 S L Z—00
:—(1_5)2/1 Y /1 2z %dzdy —— oo,
y entonces Xy 7, también es una martingala en este caso.
Finalmente, cuando K > —p, es decir —A < C, se ve que
exp ((C + A)z") == o,

y nuevamente
Y Yy—00
/ exp ((C + A)"1) z7°dz = o0,
1
y asi, de (3.42) se obtiene, al igual que para el caso p <0y K >0

2 xT
v(r) = m/l f(y)dy,
donde f(y) cumple que
f(y) 1

i =
S T v o © (0%

como en (3.43). Luego se concluye que

2 > >
lim v(z) = (1_—5)2/1 f(y)dyN/1 y "y,

y esta integral es finita si y solo si b > 1, es decir cuando o+ 8 = 6 > 1. En este caso, a
diferencia de los anteriores, como K < 0, no se tiene necesariamente que 6 < 1, entonces
si o+ > 1, X;ap, es una martingala local estricta, lo que cae dentro del cuarto caso del
teorema. Por otro lado, si a + 3 < 1, entonces X, es una martingala, con lo que finaliza el
caso 6 = a + 5.
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Ahora, cuando 6 > a+ 8,6 d > b+ 1; y como C < 0, se tiene que
exp (Czd +Azb+1) — exp (Zd<C+AZ(b+1)fd)) 2%,

y nuevamente lo hace de manera monétona desde un punto zy > 1, luego para = > z
suficientemente grande se tiene que

v(z) > ﬁ /I exp (—Cy® — Ay"™) exp (Cy + Ay"™) ¢° /y 2z dzdy
, 20 e . 20
= —(1_5)2 : Y /ZO 2 %dzdy —— o0,
y luego X g, es siempre una martingala en este caso.
Por dltimo, cuando 6 < a+ 3, 6 d < b+ 1, se ve que

exp (Cz% + A2"") = exp (2"T(A+ Czd*(bﬂ))) i N

y de nuevo
Y y—>00
/ exp (Cz? + Az 27°dz === o0,
1

y asi se cumple que

2 X
donde f(y) satisface que

. f(y) . [l exp (Czd + AP 27edz
lim —=* = lim
y=oo Yyt oo exp (Cyd 4 Aybtl) y—(etb)

Yy exp (Cy + Ayb+t) ye

~ 45 exp (Oyd + Aghth) (Cdyd-®+D—< + A(b+ L)y — (e + b)y ©+t+D)

1 1
= 1/ =
v Cdyd D L A+ 1) — (e + 0)y-CD  A(b+ 1)

€ (0,00).  (3.46)

Luego se concluye nuevamente la relacion

Jim (o) = = [ fdu~ [,

y esta ultima integral es finita si y solo si b > 1 o equivalentemente o + 5 > 1. En este caso
Xiat, es una martingala local estricta, y coincide con el caso tres del enunciado del teorema,
mientras que si « + 8 < 1, X, 7, es una martingala.

Para completar el caso # > 0, queda solamente analizar el caso cuando p, K > 0 o lo que
es equivalente: A, C' > 0. Es importante nuevamente recalcar que como 6 > 28 —1y K > 0,
se debe imponer que § < 1 para trabajar con una solucién buena de o;. Volviendo a los casos
usados anteriormente, se comienza con estudiar lo que ocurre cuando d = a+ S ob+1=4d.
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En esta situacion se vuelve a tener la igualdad (3.42) y, como C' + A > 0 luego

exp ((C + A)z") 2= o,

v
/ exp (O + A)2"*1) 27z %5 oo,
1

Asi, de nuevo se cumple que

9 y
v(z) = m/l f(y)dy,
donde f(y) cumple que
fy)

lim =

o T Ao <

07 OO)’

al igual que en (3.43). De aqui nuevamente se concluye que

, p >0 o
lim v(x) = m/l f(y)dyfv/l Y bdya

T—00

y esta ultima integral es finita si y solo si b > 1 o equivalentemente 6 = o + 8 > 1. Sin
embargo, como en este caso 0 < 1 se tiene entonces que X;,7;, es siempre una martingala.

Ahora, si 0 < a + 3 se tiene nuevamente que
exp (Cz% + A2"") = exp (2"(A + C'zd_(bH))) 22 00

y de nuevo
Y d b+1 y—oo
/ exp (C’z + AT ) 2 %dz —— oo,
1
y luego se tiene

2 xX
v(x) = m/l f(y)dy,
donde f(y) cumple que
fy) 1

Ii - 0
S = AG e © 00

como en (3.46). Con esto se obtiene que

lim v(z) = ﬁ/l f(y)dyN/1 y 'y,
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donde esta tltima integral es finita si y solo si b > 1, o a4+ 3 > 1. Si esto sucede, X7, es
una martingala local estricta y se observa que este es el caso tres del teorema. Si se tiene lo
contrario, entonces X; g, es una martingala.

Para finalizar el caso p, K > 0y asi dar término a # > 0, queda ver que sucede cuando
0 > a+ [. Aqui se tiene que

xp (O -+ A1) = exp (1(C + A0 1) 25 o,

y nuevamente
Y d b1\ ,—eq, YO
exp (Cz% + A" 27%dz = o0,
1

de donde se obtiene que

2 x
donde f(y) satisface

i W) 1
y—00 y_(d_l) Cd

€ (0,00),

como en (3.44). Como en casos anteriores se llega a que

Ji o) = g | S [

donde esta integral es finita si y solo si d > 2 o equivalentemente § > 1, pero como 6, K > 0,
para que o; sea buena es necesario que ¢ < 1, luego en este caso la integral es siempre finita
v Xiat, es siempre una martingala.

Para terminar con la demostracion del teorema, basta atacar el caso 8 < 0, o bien § <
28— 1, donde gracias al teorema 2.6 se tiene que toda solucioén o; es buena. Ademas, gracias
a (3.38) se tiene que

v(x) =

2 / 2K 20yTF T\ s /y oK 2pztath\ s
—_— exp — — yi-7 exp — + 21-Bdzdy
1-82 4 <_9y1-‘2 at+l-—p | .75 a+l-p

2 z C bl . Y -C bit .
:(1_5)2 . exXp E_Ay Y : exp ?—FAZ z7%dzdy, (3.47)
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Comenzando con el caso p < 0, y por ende K > 0, se tiene entonces que C' >0, A <0y

se puede acotar

y
(3.47)2 / 1-exp (—Ay"™) ye/ exp(—C) exp (Az"") 2 °dzdy
1

y
> 2(exp( ) )/ exp( Ayb+1) exp (Ayb+1) / 2z %dzdy
1
2
_ exp / / —edzdy 222 o0,

gracias a lo hecho en (3.40). Esta cota entrega que en este caso X;p, es siempre una martin-
gala. El caso p = 0 se soluciona de manera similar notando que denuevo K > 0, y por ende

A=0y C >0, de donde se obtiene que
2 v cN oo [Y -\ _,
(3.47) = m/ exp ( d) y / exp <z_d) 2z~ %dzdy
> i-7 / 1.y / exp ( 2z %dzdy

2 x o
= exp / / ~dzdy == oo,

de donde se llega a la misma conclusion que en el caso anterior; Xy 7, es siempre una mar-

tingala en este caso.

Por ultimo, si p > 0 y sin importar el signo de K, se puede ver que, como A > 0
—C b+1 b+1 —C 200
exp (?—i—Az =exp |z T +A — 00,

y por ende al mismo tiempo se tiene

Y —C 0
/ exp (? + Asz) 20z 2 o,
1

Asi, al notar que

2 )
v(z) = m/l f(y)dy,

donde f(y) satisface
At
tfm 19) _ T e K
y—oo Y Yy—00 exp <;_dC 4 Ayb-i-l) y—e—b
exp( —C +Ayb+1> Yy

= lim
VI exp (56 4 Ay ) (~C(=d)yet = A 1)y — (e By

1 1
= 1i —
P Oy A ) — (e by T Aprn) < ()
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se concluye entonces que

lim v(z) = ﬁ /loo fy)dy ~ /loo y~tdy,

T—00

de donde nuevamente nace la condicion de que X;,p, es una martingala local estricta si y
solo si &+ 8 > 1, que es la condicién 1 del teorema. En cualqueir otro caso X;x7, es una
martingala, y esto da fin a la demostracion.

]

3.2. El Caso Critico: g =1

Habiendo demostrado este teorema, y siguiendo con el objetivo de caracterizar completa-
mente el comportamiento de la solucion de (3.1), se enuncia el siguiente resultado anéalogo al
anterior.

Teorema 3.6 Se considera el sistema
{dXt = X;00dW, ,  Xo =0 >0,
do; = 0ydB; + Koddt , 0y >0,
donde 0 € R y a > 0. Mds aun, se supone que la solucion o, es buena. Se supone ademds

que K > 0 o bien p > 0 (el caso K < 0y p < 0 queda dentro del teorema 3.3). Luego, si
p > 0 y sucede cualquiera de los siguientes casos no intersectantes

1. 6<1+a.
2.8 =a+1, K€ (—p,0).

entonces Xinr, €s una martingala local estricta. Por otra parte, si p > 0 y no se cumple 1 o
2; 0 si p <0, entonces Xiar, €s una martingala.

DEMOSTRACION. La demostracion de este teorema sigue la misma forma que la anterior. Se
recuerda que se quiere caracterizar, en el caso § = v = 1, cuando la solucién débil de
la ecuacion (3.30) explota hacia infinito en tiempo finito con probabilidad positiva. Para
comenzar, se hace el cambio de variable propuesto en (3.32) y, a través de la regla de célculo
de Itd en forma diferencial aplicada a la funcion f(&) = log(€), se tiene que el nuevo proceso
z = log(y;) cumple

Q2 = A7 () = £/ (w)dye + o ()l

1 1
= —dy, — —=d
n Yt yt2 <y>t
- -1 qla—1 a?
:OédBt+{KOéyta +%+payt_7}dt
6—1

= adB; + {Ka exp (zt ) + paexp(z) — %} dt

= adB, + b(z)dt,
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donde nuevamente se entiende que esta ecuacion es valida en el intervalo de interés t < ToATY..

Por otra parte, se tiene directamente que
Yy — 00 <= 2z = log(y;) — o0

lo que implica que se recupera la misma condicién que en el teorema anterior: el tiempo de
explosion de z; a infinito es el mismo que el tiempo a explosion a infinito de ;. Con esto,
basta estudiar cuando el tiempo de explosion a infinito de z;, 0 T2 , es finito con probabilidad
positiva. Gracias al test de explosion de Feller, se tiene que

P(TZ = o0) =1 <= lim v(z) = oo,
Tr—00

donde ahora

v(z) : Ry — Ry,
v(x) —/1 ' (y) /1?/ ﬁdzdy, (3.48)

p(z) : Ry — R,

p(x):/lxexp{—Q/ly b(@dg} | (3.49)

Con esto, se procede a calcular entonces

;22 1 b(&)dE = /1y{Kaexp( )—l—pozexp }d{
_{ {(x —%) y—1)+ pexply) — pexp(1)} Sio-1,
{5+ p(exn(y) —exp(1) + 555 (exp (y251) —exp (%3F))} sid # 1,
de donde, siguiendo (3.49)
() = {exp{ (. —1) (225) — 22 (exp(z) — exp(1)) } sio=1
exp {2 — 2 (exp(m) — exp(l)) — 2K (exp (z221) —exp (&2))} sid#1

:{exp{fv(TK)—%p sp(x)} - Co Q51
exp {Z — Zexp(z) — Zexp (225} 1 sid £

(3.50)

Se comienza entonces el anélisis con el caso 6 = 1. Lo primero que hay que notar es que,
como 3 = 1, luego # = 0 y entonces, gracias al teorema 2.6, se tiene que la soluciéon o, es
buena en todos los casos. Ademas, gracias a (3.49) y (3.50), se tiene que

o(z) =
% /1 exp (y (1 _azK) - %exp(y)) /1y exp (—z (1 _azK) 4 2—”exp( )) dzdy

2 (7 Y
== / exp (Ay — Bexp(y)) / exp (—Az + Bexp(z))dzdy, (3.51)
1 1
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donde

Ahora, si p <0, luego B<0y
Z—r00

exp (—Az 4+ Bexp(z)) — 0,

y este limite es mono6tono desde un momento zy > 1. Asi, se observa que para r > 2z
suficientemente grande

2 r 4
o@) 2 = [ exp(dy — Bexp(y)) exp (~Ay + Bexp(y) [ dady
2 Z0$ Y T—00 !
= —2/ / dzdy —— oo,
a z0 Y20

y se concluye que X; 7, es una martingala en este caso.
Continuando, si p =0y K # 1/2, luego B =0, A # 0 y entonces

o(z) = % /1 " exp (Ay) /1 " exp (= A2) dzdy

-2 [y [ _ o,

A A
2 [1—x  exp(Az)exp(—A) -1
e { T+ - . (3.52)

Asi, si A< 0,0 K >1/2

2

1 1 exp(Azx) exp(—A) 1 o
{—A T A2z A2z >

mientras que si A > 0,0 K <1/2

(3.52)—&2 exp(Aw){ Aexp(Az) Aexp(Ax)+ A2 A2exp(A33)} >~

Por otro lado, si B, A =0, es decir p =0y K = 1/2, entonces se tiene que

2 * Y €T oo
(3.51) = —2/ / dzdy 2225 oo,
a”Jr Ji

directamente. Asi, se concluye que si p = 0, entonces X;,7;, siempre es una martingala.
Por tltimo, si p > 0, entonces B > 0 y se observa que

Z—r00

exp (—Az + Bexp(z)) — o0,
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luego

(3.51) / fy)dy,

donde f(y) satisface, usando la regla de L’Hopital,

. f(y) ot fly exp (—Az + Bexp(z))dy
y—oo exp(—y)  v—ooexp (—Ay + Bexp(y)) exp(—y)
_ lm exp (—Ay + Bexp(y))
y—oo exp (—Ay + Bexp(y)) exp(—y) {—A + Bexp(y) — 1}
1

1
1f =—=¢c(0 .
T he—A exp(—y)+ B —exp(—y) B (0,00)

De esto se obtiene que

lim () = = / f(y)dy ~ / exp(—y)dy < oo,

T—00

y luego en esta situacion, que queda incluida en el caso uno del enunciado del teorema, X,
es una martingala local estricta.

Dando por terminado el caso 6 = 1, se procede a atacar el caso § # 1. En este caso,
recordando (3.50), se tiene que

2 [* y o 2p 2K 0—1
v(:v):? expq = Xp(y)—(s_lexp )
y _
/ p{ xp(z) + 2K exp <25 1)}dzdy
1 « 0—1 o

T Y
= % / exp (Ay — Bexp(y) — Cexp(Dy)) / exp (—Az 4+ Bexp(z) + Cexp(Dz)) dzdy,
1 1

(3.53)
donde B es la misma constante que en el caso anterior, mientras que
1 2K 0—1
A=—;C=——;D=—.
« 0—1 Q

Luego, al estudiar el caso § < 1 se ve que € < 0 (pues = 1), luego gracias al teorema 2.6
se tiene que la solucion o, es siempre buena. Por otra parte se nota que si K > 0, entonces
como d —1<0

exp (C'exp(Dy)) € [exp (Cexp(D)),1] siy > 1,
exp (—Cexp(Dy)) € [L,exp (~=Cexp(D))] si y > 1,

mientras que si K < 0 entonces

exp (C'exp(Dy)) € [1,exp (Cexp(D))] siy > 1
exp (—Cexp(Dy)) € [exp (—Cexp(D)), 1] siy > 1,

v

Y
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Con estas cotas, independiente del signo de K, se tienen las siguientes cotas

< 2exp(|C| exp

v(z)
v(x)

o2 = /136 exp (Ay — Bexp(y)) /1y exp (—Az + Bexp(z)) dzdy,

. 2 exp(— |02| exp(D)) /j exp (Ay — Bexp(y)) /1y exp (—Az + Bexp(z)) dzdy,

«

de donde se obtiene que el comportamiento de v(z) cuando x va a infinito es el mismo que
el encontrado en el caso anterior. Luego se concluye que si p < 0 entonces X;.7, es una
martingala, mientras que si p > 0, Xyr7, es una martingala local estricta; situacion que
queda incluida en el caso primer caso del teorema. Vale mencionar que en el caso K < 0
y p < 0, se recuperan los resultados sobre el comportamiento de X; 7, encontrados en el
teorema 3.3.

Para finalizar se debe abordar el caso 6 > 1, donde es importante notar que, como § = 1,
entonces ¢ > 0. Esto implica, gracias al teorema 2.6, que solamente interesan los sistemas
donde K < 0, para que la solucién o; sea buena; lo que fuerza también a mirar solamente
situaciones donde p > 0, dadas las condiciones sobre K y p en las hipotesis del teorema. Esto
fuerza entonces a que C < 0, B, A > 0 También es importante distinguir entre tres casos en
este andlisis, que tienen que ver con cémo se comparan 0 y « + 1.

Se estudia primero lo que pasa cuando 6 > o + 1, es decir, D > 1. Aqui se ve que

Az

—Az + Bexp(z) + Cexp(Dz) = exp(Dz) {_M

+ Bexp((1 — D)z) + C}

—0Q,

de donde

Z—00

exp (—Az + Bexp(z) + Cexp(Dz)) — 0,
y el limite es mondtono desde un punto zy > 1. Asi, se concluye de (3.53) que para x > z

v(z) >

2 [7 y
v / exp (Ay — Bexp(y) — Cexp(Dy)) exp (—Ay + Bexp(y) + Cexp(Dy)) / dzdy

20 20
2 v Y T—00
== / / dzdy —— o0,
o 20 20

y entonces X 7, es una martingala en este caso.
Pasando ahora a cuando 6 = a+ 1,6 D = 1, se ve de (3.53) que se tiene

v(r) = é /lx exp (Ay — (B + C) exp(y)) /ly exp (—Az+ (B + C)exp(2))dzdy, (3.54)

y nuevamente hay que distinguir 3 situaciones distintas dependiendo de co6mo se comparan
By C, o equivalentemente, gracias a que 0 = a + 1, como se comparan K y p. Recordando
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que K < 0y p > 0, se comienza primero con el caso K € (—p,0). Aqui B+ C > 0 y luego
se tiene que

Z—00

exp (—Az + (B + C)exp(z)) — o0,

y por ende
Y
/ exp (—Az 4+ (B + C) exp(z)) dz = .
1
Asi, se cumple que

2 x
oa) = = [
donde f(y) satisface

PIR A C) B, J exp (—Az + (B + C) exp(2)) dz
y—oo exp(—y)  woooexp (—Ay + (B + C)exp(y)) exp(—y)
_ Ym exp (—Ay + (B + C) exp(y))
y=oo exp (—Ay + (B + C) exp(y)) exp(—y) {—1 — A+ (B + C) exp(y) }
1 1

= 1, — 0
yggo—(l%—A)eXp(—y)jLB%—C B%—CE(’OO)7
luego se concluye
) 2 [ 2 [
Jim v(z) = — 1 Fly)dy ~ — 1 exp(—y)dy < oo,

y asi Xya7, es una martingala local estricta, como se pide en el segundo caso del enunciado.

Para continuar, el caso K = —p implica de (3.54) que
2 [* Y
v(x) = —2/ exp (Ay)/ exp (—Az) dzdy
a”Jy 1

2 z Y
> 2 / exp (Ay) exp (~ Ay) / d=dy

1 1
2 v Y T—r00

=— dzdy —— o0,
a”Ji 1

gracias a que A > 0. Asi, X;r, es martingala en este caso. Por altimo cuando K < —p,
entonces (B + C') < 0y luego

Z—00

exp (—Az+ (B + C)exp(z)) — 0,

y lo hace de manera decreciente desde 1. Con esto se tiene que

2 (7 Y
3:54) 2 2 [ e (Ay = (B+C)exply)) exp (—Ay + (B + C)exply) | dady
1 1
2 v Y T—00
= —2/ / dzdy —— o0,
a”Ji 1
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y se concluye que X, p;, es una martingala en este caso.
Por ultimo, si § € (1,1 + «), luego D € (0,1), lo que implica que
exp (—Az 4+ Bexp(z) + Cexp(Dz)) === oo,
recordando que B > 0. Esto ademas entrega que

Yy
/ exp (—Az + Bexp(z) + Cexp(Dz)) dy L% oo,
1

luego v(x) cumple que

9 [V
o) = = [
donde f(y) satisface

lim fly) lim fly exp (—Az + Bexp(z) + Cexp(Dz))dz
y—oo exp(—y)  y—oo exp (—Ay + Bexp(y) + Cexp(Dy)) exp(—y)
exp (—Ay + Bexp(y) + Cexp(Dy))

= I
yoroo exp (—Ay + Bexp(y) + Cexp(Dy)) exp(—y) {—1 — A+ Bexp(y) + CDexp(Dy)}
1 1
= lim = 5 € (0,00),

y—oo {—(1+ A)exp(—y) + B+ CDexp((D —1)y)} B
y asi nuevamente se tiene que

) 9 [ 9 [
lim o) = = [ s~ = [ exa(-ndy < o
1

T—00 (6%

v Xiamp, €s una martingala local estricta, lo que equivale a la primera condicién del teo-
rema. Asi, se ha caracterizado el comportamiento para el caso  # 1, lo que completa la
demostracion. O]

Observacion Vale la pena mencionar que si se comparan las condiciones desfavorables (las
que hacen a X;,7, una martingala local estricta) de los teoremas anteriores, se ve que si se
reemplaza § = 1 en las condiciones del teorema 3.5, se recuperan las condiciones encontradas
en el teorema 3.6, lo que lleva a concluir que el comportamiento del caso 8 < 1 no es muy
distinto al caso § = 1, resultados que se observan también en el teorema 9 de [5].

3.3. El Caso Supercritico: 5 > 1

Finalmente, para completar el analisis de la ecuacion (3.1) queda estudiar lo que sucede
cuando [ > 1, situacion que queda caracterizada en el siguiente resultado, el iltimo de este
trabajo.

Teorema 3.7 Se considera el sistema

dX,; = XtO'?th s X() = X9 > 0,
do, = 0P dB, + Koldt , oy > 0,
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donde 6 € R, a« > 0 y 8 > 1. Mds aun, se supone que la solucion o; es buena. Se supone
ademds que K > 0 o bien p > 0 (el caso K < 0 y p < 0 queda dentro del teorema 5.3).
Luego, si p > 0 y sucede cualquiera de los siguientes casos no intersectantes

d<26-1,a=p8-1,p> 3.

0<26—1, a>p—1.
§=28-1,a=8-1,K+p>1
0=20—1,a>p—1.
0>280—1,a>p—-1,0<a+p.
d>20—-1L,a>pB—-1,6=a+p, K€ (—p,0).

IR

entonces X1, es una martingala local estricta. Por otra parte, si p > 0 y no se cumple 1,
2,8, 4,5006;0sp<0, Xian, es una martingala.

DEMOSTRACION. Siguiendo el modelo de los teoremas anteriores, y como f > 1 y por ende
v > 1, se aplica el cambio de variable (3.31) en la ecuacion (3.30) para obtener, como en
(3.33) v (3.34), que z se rige, dentro del intervalo de interés t < TY A Tp, por la ecuacion

o= =6 = DB+ {3 - 027 5= 07+ PO e

= —(B — 1)dB; + b(z)dt,
donde

>

bE) = —K (8 — 1)ei — p(p - et 4 PP =D

[un

¢ (3.55)

Por otra parte, como v > 1, luego
Y= 00 <=z =y | —0,

lo que implica que para estudiar cuando el tiempo de explosiéon a infinito de y; tiene proba-
bilidad positiva de ser finito, hay que estudiar cuando el tiempo de explosion a cero de z;,
desde ahora T, tiene probabilidad positiva de ser finito. Ademads, gracias nuevamente al test
de explosion de Feller, se tiene que

P(T§ = o0) =1 <= lim v(z) = oo,
x—07t

donde en este caso

v(z) : Ry — Ry,

1 , 1 9
7J($):/z p(y)/y dey, (3.56)

p(z) = /1 exp {—2/1y %dg} dy. (3.57)



Para comenzar el analisis, se debe calcular

-—i%;ﬁﬁgmﬂ=—izsﬂw{Jﬂﬁ—nﬁf—p@—&kﬂ?+ﬁ@5i¥*}%

(-1 (8-1) 2
2 |25 n(y) — K (5 — 1) In(y) — p(8 — 1) Iny)] Si0=0,0=3-1,
e |25 mly) - K(B - Dn(y) — 4522 (455 — )] sig=0,0£8-1,
| 2 |25 miy) - p(8 - 1) In(y) + KEE (47 1)) #0#0a=p-1
_ _ —1)2 =0 _1\2 B—1—a .
N A R VE T R P S
de donde
(Pt sif=0,a=0-1,
2T exp { 2 g } exp { ﬁ_‘ffa} Si0=0,a#8-1,
/ xIr) = < 2p— _
P) xé)jexp %x%}exp{% si0#0,a=p—-1,
\xﬁ;—ﬁl exp {5721"7041;%51& — %xﬂ%} exp {% - 6721’1&} si@#0,a#p—1,
(3.58)

donde se reconocen 4 casos distintos a estudiar, dependiendo si se tienen o no las siguientes
igualdades

—Q

=—lesa=06-1,

o =

™ ™

=—-1<6=0.

=
—

Se empieza el estudio con el caso mas simple: § =0y a = § — 1. Primero hay que notar
que como € = 0y B > 1, el teorema 2.6 fuerza a solamente mirar los casos donde K < %
Por otra parte se tiene que

2 ! T ! —T
(3.56):m/x Yy /y 27 "dzdy, (3.59)

donde

2K +2p— 0
T=
g—-1

y se pueden distinguir 3 situaciones diferentes, dependiendo del signo de 7. Para obtener
mayor generalidad, necesaria méas adelante, se estudia para zo € (0, 1] la convergencia de la
integral

2 20 20 .
—(5— 1)2/ yT/ 2 "dzdy, (3.60)
x Y

también dependiendo del signo de 7.
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1. K+p> g . Si esto ocurre entonces 7 > 0 y se tiene directamente que

2 L 2

de donde, para el caso a estudiar, tomando zg = 1

Ii <
D o) < oo

vy Xiar, es una martingala local estricta.
2. K+p= g: Ahora se tiene que 7 = 0 y luego

2 B 2

y nuevamente X, 7, es una martingala local estricta tomando zy = 1.

3. K+p< g: Esto implica que 7 < 0, y entonces se obtiene

2 20 Z—T—‘rl y_7-+1
3.60) = ——— T 20 — d
(3.60) (5—m2L y{—7+1 —r+1}y

9 20 TZ*T+1
= / Lo Ly,

(B —1)2 —T+1 —7+1
y asi se concluye que
2 20 Z*TJrlyr y
lim (3.60) = . - d
xg(%( ) (ﬁ—l)Q/o —-T74+1 —741 Y

. 2 —T o T Z(Q)
IRCE Y { / ydy‘?}’

donde este tltimo término es finito si y solo si 7 > —1, o equivalentemente K + p > %
Esto implica entonces, tomando zy = 1, que para este caso X; g, es una martingala
local estricta si K + p € (%, g) y es una martingala en caso contrario.
Los resultados anteriores se pueden resumir en que si # =0y o = 5 — 1, entonces Xy,
es una martingala si y solo si K + p < %, lo que equivale al tercer caso del teorema. Es
importante notar que si p < 0, gracias a la condiciéon entregada por el teorema 2.6, se tiene
que K+ p < K < %, de donde se concluye que X;,7;, es siempre martingala en este caso.

Continuando el analisis con cuando # = 0y « #  — 1, se tiene gracias a (3.58) que

2 ! b
(3.56) = m/ y* exp {Ayb}/ z “exp{—Azb}dzdy, (3.61)
x Yy
donde
2K — 2p
T YT a0
b—1—«
b
B—1
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Ademas es importante notar que, gracias nuevamente al teorema 2.6, se tiene que, como
0 =0y B > 1, solamente se deben tratar los casos donde K < %, lo que implica ademas que

2K—p _1-p

a = < =—1.

f-1 7 p-1

Ahora, partiendo por el caso p = 0, se obtiene que

(3.61) / / “dzdy 2207, 00,

gracias a que a < —1 y a lo estudiado sobre (3.60); de donde se concluye que X; 7, es una
martingala en este caso. Por otra parte, si p # 0, el comportamiento de (3.61) va a depender
del signo de b, o equivalentemente, de como se comparen oy 3 — 1.

Si 8 —1> a, entonces b > 0 e independiente del signo de p se tiene que
exp {—A2"} | exp {42} > exp{—|A|} Vze][0,1],
de donde

(3.60) > Qexp{ 2|A’}/ / “dzdy%oo

nuevamente gracias al analisis de (3.60) y a que a < —1. Por el contrario, si se considera
ahora f — 1 < a, o lo que es igual b < 0, se tiene entonces que el comportamiento de (3.61)
depende del signo de p.

Si p < 0, entonces A > 0, y se tiene que
2 +
exp {—Azb} =000,

y esta convergencia es de manera mondétona. Con esto se concluye que

1 1
(3.61) > F21)2/ y® exp {Ayb} exp {—Ayb}/ 2z %dzdy

2 /1 /1 z—0t
== |y rededy 5 o,
(ﬁ - 1)2 T Y

como en los casos anteriores; lo que indica que aqui X;s7, es una martingala. Ahora bien, si
p > 0, entonces A < 0, y luego se tiene que

B0 = =1 /f )y,

donde f(y) satisface, gracias a una aphcamon de la regla de L’Hopital, que

f(y) fl z~%exp {—Azb} dz
lim lim ¥
y—ot y~— 0=y or ymabtlexp {—Ayb}
—y~%exp {—Ayb}

=1
in?+ exp{—Ay’} (-Aby=2+ (1 —a—b)y=—2?)
1f -1 L (0, 00)

= 11m —_— .
poor —Ab+(1—a—byt Ap
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Esto implica entonces que, para este caso

. _ - 1-b
xli,r(lﬁ v(x) = xlgéi — 1y /f )dy hm/ dy < o0,

pues b < 0. Asi se concluye que X;,7, es una martingala local estricta en este caso, que es el
cuarto del enunciado del teorema.

Pasando ahora a la siguiente situacién, si 8 # 0 y o« = § — 1, conviene nuevamente separar
el anélisis dependiendo del signo de . Se comienza estudiando qué pasa cuando 6 > 0. Lo
primero que hay que notar es que, como > 1y d — 28+ 1 > 0, entonces en particular
0 > 1, lo que fuerza a considerar solamente los casos donde K < 0 debido al teorema 2.6 y
esto implica ademas que solo se debe considerar p > 0, ya que el caso contrario se aborda en
el teorema 3.3.

Recordando (3.58), se tiene que ahora

(3.56) = ﬁ /x 1 y*exp {Ay "} /y 1 2 exp {—Az"} dzdy, (3.62)
donde
A= # pa = Qg:f ;
0
i

Luego, como A, b > 0, se tiene que

exp{ Az_b} =207,

y como la funcion es directamente continua fuera de 0, se tiene que es continua en todo el
intervalo [0, 1]; mientras que es evidentemente estrictamente positiva fuera de 0. Esto lleva a
concluir que

1
/ 2 %exp{—Az""} dz € (0,00).
0

Gracias a esto, se puede considerar que

362) = 1 /f

donde f(y) cumple que, aplicando el teorema de convergencia monotona

lim L lim 1 z %exp {—Az‘b} dz
y—0+ yrexp {Ay="}  yoot J,

1
— / z~%exp {—Az_b} dz € (0, oo),
0
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y con esto se concluye que
2 1 1 ,
lim o(z) = W/o fly)dy ~ /0 y exp {Ay~"} dy = oo

debido nuevamente a la positividad de A y b. Esto implica entonces que X, es siempre
una martingala en este caso.

Continuando con el analisis, cuando 6 < 0 se tiene que toda soluciéon es buena gracias al
teorema 2.6, y por otra parte, se obtiene que

2 1 1
(3.56) = m/ y® exp {Ayb}/ 2 %exp {—Azb} dzdy, (3.63)
_ : g
donde,
2K 2p—f3
A= 0= .
—6 2 a /6 . 1 )
—0
b — ﬁ.

muy similar al caso anterior. Sin embargo, como ahora b aparece sin el signo negativo dentro
de las integrales, se tiene que

exp {—A2"} | exp {42} € [exp{—|A|} , exp{|A]}] Vze€][0,1],

de donde se obtienen las siguientes cotas

2o (2 A) [ / sy < 0 < 222141 [ / ey

y por ende se puede concluir que

1 1
lim v(x) N/ y“/ 2~ dzdy.
z—0t 0 y

Para finalizar basta notar que, gracias al analisis de (3.60), es conocido que esta ultima in-
tegral es finita, y X;,7, es una martingala local estricta, si y solo si a > —1 o equivalentemente
sip > %, que es el primer caso del teorema.

Por ultimo queda abordar la situacion en que 6 # 0y a #  — 1. Volviendo a (3.58), se
tiene que ahora

9 1 1
(3.56) = Go12 / y®exp { Ay” — By_b} / 2 %exp {—Az" + Bz_b} dzdy, (3.64)
x Yy

donde



Como ya es costumbre, se separa el andlisis en casos, comenzando por # > 0. Esto implica
que 6 > 1, pues 8 > 1, y por ende solamente interesa estudiar el comportamiento cuando
K < 0, lo que fuerza a que p > 0. Esto entrega que b > 0 y B < 0. Por otra parte, se trata
primero el caso § — 1 > a, de donde se obtiene A, a > 0. Todo esto entrega que

exp {—Az“ + Bz_b} =20, 0,

y mas aun se tiene que esta funcion es creciente entre 0 y un zg € (0, 1). Esto implica que
9 20 1
(3.64) > W / y©exp { Ay* — By’b} / 2 Cexp {—Az" + Bz’b} dzdy
) xzo yzo
> W / y° exp {Ay“ — By’b} / 27 %exp {—Az“ + Bz’b} dzdy

2 =0
> W/ yeexp {Ay" — By~ }exp{ Ay* + By~ b}/ “®dzdy

_1 / / edzdyiﬂm

e<—les —B<1-B<=0<1, (3.65)

notando que

y entonces por lo hecho al estudiar (3.60) se tiene dicha explosion a infinito, de donde se
concluye que X;,7, es una martingala en este caso.

Ahora, siguiendo con cuando 5 —1 < a, se tiene que a, A < 0 y hay que dividir el estudio
nuevamente en casos distintos. Se comienza por estudiar lo que sucede cuando a = —b, lo
que equivale a que 0 = a + (. En este caso

(3.64) = ﬁ /x y*exp {(A— By "} /y 2 %exp {(—A+ B)z""} dzdy, (3.66)

y nuevamente es conveniente situarse en tres distintos casos para seguir el analisis. Estos son

1. K = —p : En este caso se cumple que A = B y por ende

(3.66) — 1) / / ~Cdzdy =207, 00,

por lo ya visto en (3.60) y (3.65), mostrando que X; 7, es una martingala en este caso.
2. K < —p : Ahora se tiene que B — A < 0, de donde se obtiene que

exp {(-A+ B)z""} =0, 0,

y claramente dicha funcién es creciente, luego

(3.66)2%/ yexp{A B)y b}exp{ —A+ B)y }/ 2 dzdy

2 /1 / x—0t
=—F7 | ¢ ““dzdy —— o0,
(6 - 1)2 T Y

al igual que antes, y entonces X; 7, sigue siendo martingala.
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3. K € (—p,0): En este caso se tiene que B — A > 0 y por esto

exp{ —A+ B) ’b} 2207

y luego

(3.66) = B17 /f )dy,

donde f(y) satisface que

y f(y) ) f 2z~ exp{ —A+ B)z b} dz
ylglﬂ“ y+) yl>0+ yti—eexp {(—A+ B)y~}

— lim —yCexp{(—A+ B)y~*}
y—0t exp{(—A+ By} (=b(-A+ By + (b+1—e)y’e)
—1 1

= 1/ =
e AT B 0oy w4 < )

lo que implica que se tiene

2 1 1
h’mvx:—/ d N/ My < oo,
lim v(z) -1 ), f(y)dy vy

pues b > 0, y entonces aqui X;r7, es una martingala local estricta, lo que coincide con
el caso 6 del teorema.

Pasando ahora al caso 6 > a + 3, o bien a > —b, basta notar que

z—0t

exp {—Az"+ Bz7"} = exp {z7"(-A2""" + B)} =0,

y nuevamente esta funcion es creciente entre 0 y un zy € (0, 1), lo que implica que

20
(3.64) > —LIP/ y° exp {Ay — By~ b}exp{ Ay* + By~ b}/ “*dzdy

(8
— 1 / / ““dzdy 2207, 00,

y entonces Xy 7, es una martingala.

Para finalizar el caso € > 0, basta estudiar que sucede en el caso que § < a+ (3, o lo que
es equivalente a < —b, donde se tiene que

exp{—Az"+ Bz""} = exp {z*(—A+ Bz"""%)} EmdiN 00,

y entonces

aot- 2 [
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donde f(y) cumple que

lm f(y) v fyl z~%exp {—Az“ + Bz_b} dz
y—o+ y(math) ot yl-a—eexp {—Aye + By}
= lim —y "exp {_Aya + Byib}
s 0% oxp {— Ay + By 7} (—Aay~ — Bby o= + (1 —a — o)y~
-1 1

p— 1 - '
e Byt (I—a—oy  Aa & ) (3.67)

v luego se concluye que

1—a
xli%LU(I _1 / fly dyw/ dy < oo,

pues a < 0. Esto permite concluir que X;,7, es una martingala local estricta en este caso,
que es el caso 5 del enunciado.

Ahora queda estudiar el comportamiento de v(x) cuando € < 0, o en otras palabras,
0 < 26 —1 lo que implica gracias al teorema 2.6 que toda solucion de o, es buena. Por otra
parte, como 0 < 0 , se tiene que b < 0, lo que es crucial en el analisis restante. Nuevamente
se comienza a analizar por casos, comenzando por cuando § — 1 > «, lo que fuerza a > 0.
Esto implica que

y—07t

exp {—Ay“ + By_b} — 1,

y ademads es continua y finita fuera de 0. Esto lleva a concluir que existen 0 < m; < M; < oo
tales que

exp {—Ay“ + By_b} € [mq, My] , Yy € [0, 1],
y de la misma forma existen 0 < mo < M, < oo tales que

exp {Ay“ — By’b} € [ma, My] , Yy € [0,1],

Todo esto lleva a que se tienen las siguientes cotas

2 2M M.
Wm{/ / —edzdy < v(x) < ot a/ / —dzdy,
1 1
lim v(x) N/ ye/ 27 %dzdy = o0
z—07F 0 Y

por lo hecho anteriormente en (3.60). De aqui se obtiene que Xy 7, es siempre martingala en
este caso.

y por ende

Por otra parte, cuando f—1 < «, 0 a < 0, conviene de nuevo dividirse en casos dependiendo
del signo de p. Comenzando con cuando p < 0 y por ende A > 0, de donde se obtiene que

exp{—Az"} =0 0,
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y lo hace de forma decreciente, mientras que, como

exp{£Bz""} > exp{—|B|} Vze€][0,1], (3.68)
se obtiene que
2 —-2|BJ} [! !
(3.64) > exp |2 I y° exp {Ay“}/ 2 %exp {—Az} dzdy
(ﬁ - 1) T y
2o {-2/B])

1 1
> Cexp{Ay®texp {—Ay® / 2z~ %dzd
G-tz )Y p{Ay“}exp{ y}y y
:2exp{ Z\B’}/ / edzdy%oo

como antes, y por ende X;, 7, es una martingala en este caso.

Siguiendo con cuando p = 0, lo que implica que A = 0, se tiene que, gracias a (3.68)

(3.64) = ﬁ/ y exp{ By~ b}/ ©exp {Bz b}dzdy

2 2|B z
exp{ ’ |}/ / edZdy -0+ 00,

y se llega a la misma conclusién de que X571, es una martingala.

Finalmente, si p > 0 entonces A < 0, lo que conlleva que

exp {—Aya + By_b} ﬂ 00,

y se tiene entonces que
(3.64) —7) / f(y)dy,
donde f(y) satisface, de la misma forma que en (3.67), que

. fly) 1
yll>0+ y(_a_H) - E S (Oa 00)7

y luego se obtiene que

, o 2 ! ! 1—a
xlir&v(x) = m/o f(y)dy N/o y dy < oo,

pues a < 0, concluyendo asi que X;,7;, es una martingala local estricta en este caso, que es
el segundo del enunciado del teorema. O]

Habiendo completado la descripcion del comportamiento de la propiedad de martingala
del proceso Xy 7, para todos los casos, se puede ver ademas que, en conjunto, las condiciones
de los teoremas 3.5 y 3.6 son compatibles con las condiciones méas generales del teorema 3.7.
Por esto, se propone el siguiente teorema a modo de resumen, que agrupa todos los resultados
del capitulo 3, junto con el teorema 2.6, que resume el capitulo 2.
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Teorema 3.8 Se considera el sistema

dXt = XtO-?th , Xo =g > 0,
do, = 0PdB, + Koddt , oo > 0,

donde 6 € R, a > 0, f € Ry K # 0. Este sistema es estudiado en este caso cuando la
unica solucion débil hasta un tiempo de explosion oy, extendida continuamente por 0 para
todo t > Ty, es buena, es decir, cuando no explota a infinito con probabilidad 1. FEsto se
tiene st y solo si se tiene alguno de los siguientes casos no intersectantes

0<26—1.
§=28-1, K <1/2.
§=26-1,K>1/2, B<1.
0>28—1, K <.
0>26—-1, K>0,0<1.

CrEs e o =

Luego, si se considera que o; es buena; si p > 0 y sucede cualquiera de los siguientes
casos no intersectantes

§<28—-1,a=6-1,p> 3.
§<28—1,a>B—1,a+8>1.
b=26-1,a=0—-1 K+p> 1.
§=26—-1,a>8—-1,a+8>1.

0>20—1,a>p—-1, a+p>1,0<a+p.
d>26—-L,a>fB—-1,a+p>1,0=a+p, K€ (—p,0).

S G e v~

entonces Xar, es una martingala local estricta. Por otra parte, si p > 0 y no se cumple 1,
2,8, 4,5 006;0sp<0, Xipr, es una martingala.
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Conclusi6n

Los resultados presentados anteriormente logran englobar el problema central de este tra-
bajo en su totalidad. Junto con lo estudiado en el capitulo 2, se definen los parametros para
los cuales el modelo de volatilidad estocéstica planteado en un principio tiene un compor-
tamiento favorable a ser analizado; y luego se investiga caso a caso como se ve afectada la
propiedad de martingala de la solucién de acuerdo a estos valores. Ademas, todo lo anterior
se basa fuertemente en los fundamentos matematicos introducidos en el capitulo 1.

Mas aun, estos resultados corroboran comportamientos encontrados en trabajos anteriores
(ver [5]). La soluciéon siempre satisface la propiedad de martingala en los casos donde p es
menor o igual a 0, independiente del valor de los parametros (siempre y cuando la solucion
de o, sea buena). Aparece nuevamente como valor limite en el caso de § < 1 la suma de «
y [, mientras que en el caso § > 1 cobra denuevo importancia la suma de 1, o y menos (3,
junto con el limite de % para el valor de p, pero solo cuando la suma anterior es nula.

Por otra parte, la incorporacion del término de drift crea otros casos limites consistentes
para todos los valores de 3. El valor de la variable 6, que ya es crucial para el analisis llevado a
cabo en el capitulo 2, vuelve a tomar el rol definitorio para diferenciar el comportamiento del
proceso de precio. Ademéas aparece como nuevo término de interés la suma de «, § y menos
0, cuyo signo define el punto critico en los resultados encontrados, mientras que cuando este
valor es nulo, toma importancia el valor de la variable K, comparada con p.

Sin embargo, aunque estos términos clave quedan claramente identificados a través del
trabajo, no se encuentra una explicacion mas profunda que el calculo mismo que le atribuya
relevancia a estos términos. Heuristicamente, por ejemplo, cuando p es negativo, existe una
relacion inversa entre el crecimiento de W; con el de By, a lo cual se le puede atribuir el
comportamiento de martingala de la ecuacion en este caso. Por otro lado, el valor de 6 esta
asociado en este caso a la integrabilidad hacia infinito del cuociente

b(x)
o*(x)’

de la ecuacion de oy, término recurrente en el andlisis de ecuaciones diferenciales estocasticas
(ver por ejemplo [9]). No obstante, no se han encontrado conexiones mas alla de estas repre-
sentaciones heuristicas, que no logran siquiera cubrir todos los términos limite, y es posible
que esto sea asi, son valores que toman importancia gracias a los calculos realizados y no por
alguna interpretacion externa.

Ahora bien, los métodos y resultados encontrados en este trabajo abren las puertas para
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poder atacar casos aun méas generales dentro de este mismo problema, sin tener que recurrir a
herramientas ajenas a este. Como primer ejemplo, se puede considerar el modelo de volatilidad
estocastica con drift polinomial

dXt = XtO'?th, XO =T > 0,

N
doy = 0/dB, + Y _Kiol'dt, 0q >0,

i=1

donde « es positivo, N es mayor que 1, 3, los §; y los K; son niimeros reales; y sin pérdida
de generalidad se puede considerar que los ¢; son distintos y los Kj; son distintos de 0. Mas
aun, se puede suponer que d; es mayor que d;,1 para todo i.

Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso estudiado, se comienza con identificar
cuando esta ecuacion tiene sentido en el contexto del trabajo. Usando los argumentos pre-
sentados en el capitulo 2, se ve que la ecuacion de volatilidad tiene una tnica solucién débil
positiva hasta un tiempo de explosion, y basta estudiar para qué valores de los parametros
dicha solucion explota a infinito con probabilidad positiva para asi concluir un analogo al
teorema 2.6. Es facil notar que en este caso la funcion v(z) que rige la explosion de la solucion
o; de acuerdo al teorema 1.7 es

¥ K , 2K+ 4, ok
v(z) = 2/ exp {—22 Kye‘ -(1- X)G_-yel }yx( 2K;x)
1 i*

igir !

v K . 2K

/ exp {2 E e P+ (1-x) 7 2P } X264y,

1 0 i
iA*

donde 0; = &; — 25 + 1, i* es un indice fijo al cual se le asocia, si es que existe, el valor d;- tal
que 0~ = 0, y x es la indicatriz de que existe dicho indice tal que 6+ es nulo.

Gracias a lo hecho tanto en el capitulo 2 como en el 3 en cuanto al estudio de la divergencia
de funciones de este estilo a infinito, se desprende que 6, es el valor que controla la explosion.
Si 67 es negativo, entonces todos los 6; son negativos, y existe una constante positiva Cj tal
que la integral anterior se puede acotar inferiormente por

200/ / 22 dzdy 25 oo,
1 J1

como en la proposicion 2.3.

Si 0 es nulo, entonces el resto de los 6; son negativos, y luego existen constantes C; y Cs
positivas tales que

201/ y_QKl/ 22K 7284 dy < w(z) < 202/ y_2K1/ 22K1728 2 dy.
1 1 1 1

Esto lleva a concluir que v(zx) diverge si y solo si lo hace

/ y—QKl / Z2K1_26d2dy,
1 1
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problema que es estudiado en la demostraciéon de la proposicion 2.1. Por dltimo, si 6; es
positivo, la divergencia de la integral depende del signo de K;. Si K; es negativo, entonces
se puede ver que

Ki ) 2K1* T—00
exp {22 ?we‘ + (1 - X)Txgi* } X)) Z7%%
i£ix L 1*

y lo hace de manera monétona desde un ¢y positivo. Asi, usando lo visto en la proposicion
2.3, se obtiene que para x suficientemente grande

v(x) 2/ / 2P dzdy 2 oo,
co Jeo

ligeramente modificando el argumento usado para probar dicha proposicion.

Ahora bien, si K; es positivo, entonces

Ki 2K1* ) N 2300
exp {22 ?xei +(1—x) . 20 } pX(2K)—28 27 00,

y mas aun

z Ki X 2Ki* . x ) — T—00
/ exp {22 S =)y } y PRy 225 oo,
1 iAir i

y luego, replicando los argumentos de la proposicion 2.2, modificiAndolos al caso, se puede
probar que

lim v(x) N/ y O dy,
1

T—00

donde este tltimo término es finito si y solo si d; es mayor estricto que 1. Todo esto implica
entonces que la solucion de la ecuacion de volatilidad para este caso generalizado cumple el
siguiente teorema

Teorema 3.9 Se considera la ecuacion
N
doy = 0/dB, + Y Kiol'dt, 0q >0,
i=1

dondea >0, N>1,8ydeR, K;#0,V1 <i<N;d§ #9;, Vi#j. Mds aun, sin pérdida
de generalidad 6; > 611, V1 < i < N. Su tnica solucion débil positiva hasta un tiempo de
explosion es buena si y solo si la solucion de

doy = crtﬁdBt + Klafldt, oo >0,

lo es.
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y dicha condicion se puede verificar usando el teorema 2.6.

Esta misma generalizacion puede ser aplicada a los resultados encontrados en el capitulo 3,
notando que la forma exacta de la ecuacion de o, se usa solamente en calculos puntuales dentro
de los teoremas. Por ejemplo, el resultado del teorema 3.3 puede ser facilmente extendido al
caso en cuestion, tomando como hipotesis K; < 0 para todo i junto con que p < 0. Para esto,
basta notar que en la desigualdad (3.17) se reemplaza

tAT AT
K/ Xo0ds,
0

por

N tATAT
E K; / Xo%ds,
i=1 0

y gracias a la hipdtesis impuesta junto con la linealidad de la esperanza, la desigualdad (3.18)
se mantiene y, por ende, también lo hace el resultado.

Ahora bien, para poder abordar el resto de los casos posibles en este modelo generalizado,
es necesario deducir resultados como los teoremas 3.5, 3.6 y 3.7. Los casos en los que dividir
el problemas siguen siendo los mismos con respecto al valor de [3: subcritico, critico y super-
critico. Esto implica entonces que para cada caso se aplican las mismas funciones de cambio
de variable que se usan en dichos resultados, pero la ecuaciéon final que se estudia en cada
caso cambia para incorporar los N términos. En concreto, se tiene que para el caso subcritico
(B < 1), la ecuacion (3.34) es reemplazada por la ecuacion

Al o J—
dzt_(l_ﬂ)d3t+{;f( L=z §+P(1—ﬁ)22‘ﬂ+—ﬁ<52 1)zt1}dt,

mientras que en el caso critico (§ = 1), la ecuaciéon

0—1

dsi=adbo+ { oo (271) + pacsat) - 5.

se transforma en

N
- 5 — 1
d = adB, + {} Kaexp ( - ) + paexp(z) - %} ,
i=1

y en el caso supercritico (5 > 1) la ecuacion asociada a la funcion (3.55) pasa a ser

[3 o3

dzt:—(ﬁ—ldBtJr{ ZK 27— p(B— 1) +5(BT_> tl}dt.

Analizar completamente estas nuevas ecuaciones requiere extender innecesariamente los
limites de este trabajo, pero es claro que con las mismas herramientas presentadas en el
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capitulo 3, se pueden deducir teoremas equivalentes a los 3.5, 3.6 y 3.7 para este caso ge-
neralizado. Vale mencionar sin embargo que haciendo una inspecciéon de dichos teoremas y
considerando ademas el teorema 3.9, es facil ver que se tienen los mismos resultados que los
teoremas 3.5, 3.6 y 3.7, cambiando en las condiciones § por ; y K por Ky, donde 9; sigue
siendo el maximo de los ¢;, excepto en casos limite donde #; >0, 6; = a+ 8, p >0y K; <0,
que es solo una de las condiciones del teorema 3.8.

Una implicancia importante de esto tltimo es que ahora, si se considera el sistema
dX; = Xyo'dW, , Xo=20>0,
do, = 0PdB, + Koldt , oy >0,
con las mismas condiciones que en (3.1), pero ahora con o < 0, un caso que queda sin
abordar en los capitulos anteriores, este problema se vuelve tratable. Basta considerar que,

como solamente se trabaja en el intervalo donde o, > 0, entonces se puede aplicar el siguiente
cambio de variable

1
Nt = 0y

y como la funcion

es suficientemente regular en (0,00), se puede aplicar la regla de 1t6 (como en el teorema
3.5), para ver que 7, satisface la ecuacion

dn, = f'(oy)doy + %f”(at)d(@t

1 1
- (deBt + Kafdt) + = o?dt
Oy 0%

= —n; dB; + (nf VoK 77?‘5) dt
=n; PdB; + (77? K 77?‘5> dt,

donde Bj es igual a —B;, que también es un movimiento browniano, pero esta (—p) correla-
cionado con W;. Asi, se tiene ahora que X, satisface el sistema

dXt = tht_ath s XO =T > O,

_ _ 1
e = PaB)+ (™ — K )db o= >0,

que tiene la forma exacta del modelo generalizado que se discute en esta seccién y entonces
se pueden encontrar las condiciones para las cuales el proceso de precio satisface la propiedad
de martingala aun cuando « es menor que 0 en el problema original. De la misma forma, se
puede abordar el caso generalizado para o menor a 0, aplicando el mismo cambio de variable
para transformar el sistema

dX; = XtO'tath , Xo=x9 > 0,

N
do; = deBt + Z Kiafidt , 09>0,

i=1
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dXt = tht—oath y X() =g > 0,

N
| 1
dn, = n;"%dB; + (n?_w - ZKinf_5‘> dt, mo=—>0,
i=1

0o
que queda dentro de los casos abordados en el teorema 3.9.

Esta nueva incorporacion de casos méas generales que el original planteado abre un camino
para estudiar problemas interesantes que hasta ahora han quedado fuera del analisis. Un
ejemplo de esto es considerar una funcion positiva general b(x), que satisfaga

b(z) < A2 +1), Vo >0,
para p y A reales, y estudiar el sistema
Xy = XpordWy,  Xo =120 >0,
do, = 0P dB, + b(oy)dt , o > 0,
encontrando resultados similares a los anteriores en funciéon de los parametros p y A.

Otro problema de interés que escapa a los resultados de este trabajo es el de considerar
el sistema

Xt:X;YO'?th7 X0:$0>07
do, = 0PdB, + Koldt , o4 >0,

restringiendo o no los parametros en cuestion. En particular, el caso ~y positivo es represen-
tativo para el modelamiento financiero (ver [11]).

Esto muestra que, a pesar de la generalidad, completitud y poder descriptivo de los teore-
mas principales de este trabajo, queda mucho camino por recorrer. El estudio de los sistemas
de volatilidad estocastica, tanto para el modelamiento de procesos de precio en particular y
como objeto matemético en general, esta lejos de dejar de ofrecer problemas, interesantes y
dificiles a la vez, a los investigadores en el 4rea de las probabilidades.
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